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Zusammenfassung

Die multisymplektische Geometrie ist die kovariante Erweiterung der symplektischen
Geometrie der Hamiltonschen Mechanik. Sie dient zur geometrischen Formulierung
klassischer Feldtheorien.

In diesem Rahmen wird untersucht, inwieweit der Begriff der Hamiltonschen n-
Vektorfelder zur Beschreibung von Losungen der Feldgleichungen benutzt werden kann.
Es zeigt sich, daB im Gegensatz zur klassischen Hamiltonschen Mechanik eine zuséatzli-
che Struktur vonndten ist, namlich die kovariante Hamilton-Jacobische Differentialglei-
chung.

Aufbauend auf diesen Konzepten wird eine Korrektur der {blichen Definition der
Poisson-Lie-Klammer vorgeschlagen, die nun eine Super-Jacobi-ldentitat erfiillt. Dazu
muR man die unerwiinschte Mehrdeutigkeit in der Korrespondenz von Hamiltonschen
Formen und Hamiltonschen Multivektorfeldern auf Seiten der Multivektorfelder besei-
tigen. Dies erfolgt hier mit dem Begriff der Poissonschen Form.

Abstract

Multisymplectic geometry is the covariant extension of the symplectic geometry of Ha-
miltonian mechanics. It is a means of geometrically formulating classical field theory.
Within this framework we investigate in what sense the notion of Hamiltonian n-vector
fields can be used to describe solutions to the field equations. In contrast to classical
mechanics, an additional structure is necessary. This structure is provided by a covariant
version of the Hamilton-Jacobi differential equation.

Building on these concepts a correction of the usual definition of Poisson-Lie brackets
is proposed. The resulting bracket is shown to satisfy a super Jacobi identity. In order
to achieve this, the undesirable ambiguity in the correspondence between Hamiltonian
forms and Hamiltonian multi-vector fields on the side of the latter has to be resolved.
This is accomplished by introducing the notion of a Poisson form.
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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der multisymplektischen Formulierung von Feldtheorien.
Wir betrachten also ganz allgemein eine Theorie, deren fundamentale Objekte, die Felder, lokale
Schnitte in einem Faserbindel £ — M Uber einer n-dimensionalen orientierbaren Basismannigfaltig-
keit M — der Raum-Zeit — sind.

Feldtheorien, also etwa die Gravitations- oder Yang-Mills-Theorie, stellen den Prototyp zur theo-
retischen Erklarung der uns umgebenden Naturphdnomene dar, fiir die eine Quantenversion win-
schenswert ist.

Ausgangspunkt der klassischen Formulierung einer solchen Theorie ist die Angabe einer Lagran-
gefunktion, aus der — mit der Forderung nach Stationaritdt des Wirkungsfunktionals — die Feldglei-
chungen abgeleitet werden kdnnen. Diese stellen partielle Differentialgleichungen dar, die man —
geleitet von den Erfolgen bei der Quantisierung der Theorie eines klassischen Punktteilchens — als
zeitliche Entwicklungsgleichungen fur rdumlich gegebene Sétze von Funktionen zu interpretieren
sucht. Diesen Ubergang bezeichnet man als die Hamiltonsche Formulierung der Theorie. Nach den
allgemeinen Prinzipien der Quantisierung (im Sinne der Deformation von Algebren, [4, 79], fir eine
Anwendung auf Feldtheorien siehe [16]) gilt es, den algebraischen Rahmen — das sind insbesondere
die klassischen Observablen und die Poisson-Struktur — ausfindig zu machen.

Dabei treten typischerweise Probleme mathematischer Natur auf, die keine Entsprechung in der
Behandlung der klassischen Mechanik haben. Der Phasenraum, d.h. die Menge aller Ausgangskon-
figurationen, die den zeitlichen Verlauf des Systems eindeutig bestimmen kénnen, tragt nicht die
Struktur einer endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit; man spricht in diesem Zusammenhang von
Theorien mit unendlich vielen Freiheitsgraden ([47]). Damit stellt sich sofort die Frage nach dem Be-
griff der Differenzierbarkeit und der Definition des Tangential- bzw. Kotangentialraumes. Durch die
Komplexitat der Bewegungsgleichungen, die im allgemeinen partielle, nichtlineare Differentialglei-
chungen darstellen, erweist sich die Charakterisierung eines minimalen Satzes von Ausgangsdaten
als sehr schwierig (Fiir die Theorie der Gravitation siehe zum Beispiel [28], fiir die ¢ *-Theorie sie-
he [68]). Weiter existiert zwar auf dem Phasenraum eine geschlossene 2-Form, diese ist aber nur im
schwachen Sinne nicht ausgeartet und erschwert damit die Zuordnung Hamiltonscher Vektorfelder zu
Hamilton-Funktionen ([13, 80]).

Der Hamiltonschen Formulierung einer relativistischen Feldtheorie haftet zudem noch ein weite-
res Problem an, das eher physikalischer Natur ist. Zur Frage nach einer zeitlichen Entwicklung muf
naturgemal’ auf der gegebenen Raum-Zeit eine zeitartige Richtung ausgezeichnet werden. Die Art
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der Feldgleichungen erzwingt nun, daf die Anfangsdaten auf einer dazu komplementédren, raumarti-
gen Hyperflache anzugeben sind. Dies erfordert eine sogenannte 3+ 1-Zerlegung der Raum-Zeit und
stellt damit eine Einschrankung an die erlaubten Mannigfaltigkeiten dar. Dariiberhinaus sind mit der
Beschrankung auf eine derartige Untermannigfaltigkeit nicht mehr beliebige Diffeomorphismen der
Raum-Zeit mdglich. Die Hamiltonsche Formulierung kann damit nicht mehr auf nattrliche Weise die
volle Symmetriegruppe tragen.

Auf der anderen Seite stellt sich die Frage, inwiefern unerwartete Resultate wie etwa das Auftreten
von Anomalien bei der Quantisierung von Feldtheorien mit Symmetrien ([7]) durch die funktional-
analytischen Fragen der Behandlung unendlichdimensionaler Objekte begriindet sind oder ob sie sich
durch ein algebraisches Studium der Quantisierungsprozedur verstehen lassen ([70]).

In dieser Arbeit soll nun ein alternativer Zugang zur algebraischen Formulierung vorgestellt wer-
den, der zum einen ausschliellich auf Mannigfaltigkeiten endlicher Dimension zuriickgreift und zum
anderen keine Auszeichnung einer Zeitrichtung und damit keine Brechung der relativistischen Kova-
rianz erfordert. Dieser Zugang kann als ein Zwischenglied zwischen Lagrangescher und Hamilton-
scher Sichtweise aufgefait werden. Er ist darliberhinaus der geeignete Rahmen fiir die Formulierung
des Noetherschen Theorems ([77, 62]). Es besteht die Hoffhung, auf diese Weise die neuere, defor-
mationstheoretische Herangehensweise an die lokale Quantenfeldtheorie ([18, 19]) auf klassischem
Niveau zu verstehen.

Ausgangspunkt ist dabei die Uberlegung, daR die Bahnen der Punktteilchen in der klassischen
Mechanik als eindimensionale Schnitte in dem um die Zeitachse erweiterten Konfigurationsraum
aufgefalit werden konnen. Die Felder jeder Feldtheorie erscheinen jetzt als hdherdimensionales Ana-
logon der Kurven, jede der Koordinaten der Raum-Zeit ist damit ein Entwicklungsparameter flr sich,
vergleiche Abbildung 1.1. Dies hat zur Folge, dafl im Gegensatz zum gewohnlichen Hamiltonschen

Q
)
= —_—
n=1 R n>1 M

Abbildung 1.1: Im Falle n = 1, der Punktmechanik, stellt Q den Konfigurationsraum
dar und R die Zeitachse. Parametrisierte Kurven y in @ lassen sich als Schnitte im
trivialen Biindel @ x R — R auffassen. Im feldtheoretischen Fall n > 1 sind die Felder
¢ Schnitte in einem Faserbiindel £ mit typischer Faser F (ber einer Raum-Zeit M. F
kann als Pendant des Konfigurationsraumes Q angesehen werden, aber das Blindel &£
braucht nicht mehr trivial zu sein.

Bild zu jeder Feldvariable n konjugierte Impulse einzufihren sind. Die Hamiltonsche Mechanik ist
nun lediglich der Spezialfall n =1, M = R. Die entsprechende kovariante Legendre-Transformation,
die vom Lagrangeschen zum kovariant Hamiltonschen Bild filhren soll — sie geht zuriick auf Arbei-
ten von CARATHEODORY [11], DEDECKER [14], DE DONDER [17] und WEYL [81] — ermdglicht
es, fur Lagrange-Dichten erster Ordnung den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen entsprechende
Gleichungen aufzustellen, die De Donder-Weylschen Gleichungen, (3.42), die sich allerdings nicht
als Entwicklungsgleichungen fiir einen Parameter — der Zeit — interpretieren lassen, sondern kovariant
formuliert sind.



Mit den Arbeiten von GOLDSCHMIDT und STERNBERG, [29] und KiJowskKI, SzCzYRBA und TUL-
CzZYJEW, [46, 47] wird der Begriff der symplektischen Mannigfaltigkeit erweitert, indem die sym-
plektische 2(= 1 + 1)-Form durch eine geschlossene, auf Vektorfeldern nicht ausgeartete (n+ 1)-
Form, multisymplektische Form Q genannt, ersetzt wird. Die durch die erwdhnten kovarianten Im-
pulse und eine zusétzliche Koordinate beschriebene Mannigfaltigkeit bietet ein Beispiel fir eine der-
artige multisymplektische Mannigfaltigkeit. Sie entspricht dem doppelt erweiterten Phasenraum der
zeitabhé@ngigen Hamiltonschen Mechanik. Zentraler Gegenstand ist nun das Studium der Gleichung

X1 Q=dh, (1.1)

in der wegen des hohen Formengrades der multisymplektischen Form Q auf der rechten Seite Formen
h anstatt von Funktionen auftreten. KANATCHIKOV verallgemeinerte eine Variante dieser Gleichung
auf den Fall, dai X ein Multivektorfeld bezeichnet. Wie wir in der vorliegenden Arbeit sehen werden,
ist erst damit die algebraische Beschreibung der Lésungen der Feldgleichungen in Anlehnung an die
Hamiltonschen Vektorfelder der Punktmechanik mdglich.

Fiir einen Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand des multisymplektischen Formalismus ver-
weisen wir auf [32, 12, 30].

In der vorliegenden Arbeit werden zwei neue Ergebnisse erzielt. Zum einen werden die von KA-
NATCHIKOV eingefuhrten Hamiltonschen Multivektorfelder analysiert und es wird gepriift, inwieweit
damit Losungen der Feldgleichungen beschrieben werden kdnnen. Dazu wird zundchst eine Verbin-
dung zwischen der bekannten Theorie der integrablen Distributionen (im Sinne von Unterbiindeln
des Tangentialbiindels) und Multivektorfeldern hergestellt. Es zeigt sich, dal} zerlegbare Multivek-
torfelder, die sich also als antisymmetrisches Tensorprodukt von Vektorfeldern beschreiben lassen,
Distributionen erklaren und umgekehrt. Sind die Lésungen einer betrachteten Feldgleichung Schnit-
te in einem Faserbiindel lber einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, so hat man n-Vektorfelder zu
deren Beschreibung heranzuziehen. Ein Blick auf die fundamentale Gleichung (1.1) lehrt — da Q eine
(n+1)-Form bezeichnet —, daB in diesem Fall h eine gewdhnliche Funktion auf dem Phasenraum sein
mulB. Es zeigt sich, dall Funktionen der Gestalt

h(XaVa ﬁa p) = —H(X,V, ﬁ) - P, (12)

bei denen H die aus der Lagrange-Dichte gewonnene De Donder-Weyl-Hamilton-Funktion darstellt,
in der Tat Hamiltonsche n-Vektorfelder besitzen, die Distributionen auf dem Phasenraum beschrei-
ben. Diese spezielle Form der Abhdngigkeit 1aRt sich sogar geometrisch verstehen. Sie ergibt sich
zwangslaufig, wenn man aus der Koordinatenfunktion 7, die bei Kartenwechsel ihre Gestalt dndert,
ohne Zuhilfenahme eines Zusammenhanges eine Funktion gewinnen will.

Natirlich stellt sich fiir die so gefundenen Distributionen die Frage, ob sie auch integrabel sind und
damit Lésungen der Feldgleichungen beschreiben. Es zeigt sich, daf dies ohne zusétzliche Informa-
tion nicht als allgemeine Aussage erreichbar ist. Wir benutzen die kovariante Version der Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung, um ein Kriterium fiir die Integrabilitdt anzugeben.

Als zweites Ergebnis wird eine Super-Poisson-Lie-Struktur konstruiert. Der Name leitet sich da-
bei aus der Analogie zur Hamiltonschen Mechanik ab, obwohl hier lediglich eine Klammeroperation
mit Jacobi-Identitat auftritt und kein Produkt existiert, das etwa eine Leibniz-Regel erfiillte.

Die Ahnlichkeit von (1.1) zur in der symplektischen Geometrie vorkommenden Relation legt nahe,
Hamiltonsche Multivektorfelder zur Definition einer Klammeroperation zu verwenden. Der in der
Literatur gewdhlte Ansatz erfullt nun aber nicht die Jacobi-ldentitdt, und es muf nach Korrektur-
termen gesucht werden, die die gewiinschte Eigenschaft herstellen. Dabei gilt es zu beachten, dal3
das Hamiltonsche Multivektorfeld zu einer Hamiltonschen Form nicht eindeutig gegeben ist. Daher
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ist in diesem Korrekturausdruck mit Problemen der Wohldefiniertheit zu rechnen. Dem kann durch
eine zusatzliche Einschrankung an die Hamiltonschen Formen Abhilfe geschaffen werden. Die so
erhaltene Klasse der Poissonschen Formen besteht aus allen Hamiltonschen Formen, deren Kern als
Unterraum der Multivektorfelder den der multisymplektischen Form Q beinhaltet. Der nun gefundene
Ausdruck flr die Poissonklammer,

{f, g} = —Lxg+ () DRI f 4 (=) g0 ©

1.3
= (=)X*IX¢1 Xg1 Q+d (—fo g4 (=) XDy f 4 (—)Xal+Ix ) Xy e) , 3

wobei Xt und Xg jeweils zu f und g Gber die Beziehung (1.1) assoziiert sind und die Vorzeichen
durch die Tensorgrade der Multivektorfelder bestimmt werden, ergibt wieder eine Poissonsche Form
und erfiillt die Super-Jacobi-ldentitdt. Dabei wurde benutzt, dal3 die multisymplektische Form Q ein
Potential besitzt, Q = —d©, eine Eigenschaft, die flir beliebige Feldtheorien gegeben ist. Man kann
sogar © als das eigentliche, fundamentale Objekt ansehen ([76]).

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. Im zweiten Kapitel wird die bekannte Lagrangesche Formu-
lierung vorgestellt. Dabei wird die geometrische Struktur der Jetblindel eingefiihrt, die nétig ist, um
die Definition des multisymplektischen Phasenraumes zu verstehen. Elemente des k-ten Jetbiindels zu
einem Faserbiindel € stellen Aquivalenzklassen von lokalen Schnitten von & dar, wobei zwei Schnitte
in einem Punkt k-aquivalent heif3en, wenn sie in einem gegebenen Koordinatensystem (und folglich
in allen anderen auch) in diesem Punkt in allen Ableitungen bis zur k-ten Ordnung {ibereinstimmen.
Damit hat man eine Methode zur Hand, Ableitungen von Schnitten in nichttrivialen Faserbtndeln zu
betrachten, ohne einen Zusammenhang zu wahlen. Die Jetbiindel kann man als Verallgemeinerung
des Tangentialbiindels eines Konfigurationsraumes der klassischen Mechanik ansehen: Zum einen
werden die Aquivalenzklassen von Kurven, die Tangentialvektoren beschreiben, durch Aquivalenz-
klassen von hoherdimensionalen Objekten ersetzt und zum anderen beriicksichtigt die Aquivalenz-
klassenbildung Ableitungen bis zur Ordnung k. Zum Schlu des Kapitels werden auf bekannte Weise
aus dem Variationsprinzip fir eine gegebene Lagrange-Dichte die Feldgleichung abgeleitet.

Kapitel 3 wendet sich dem geometrischen Rahmen der multisymplektischen Feldtheorie zu. Aus-
gehend von der Interpretation des ersten Jetbiindels J1€ als Verallgemeinerung des Tangentialraums
an einen Konfigurationsraum definieren wir den multisymplektischen Phasenraum P als eine dualen
Raum zu J*&. Da aber letzterer iiber £ keine Vektorraumstruktur trégt, sondern lediglich einen affinen
Raum darstellt, kommen fiir die Dualisierung nur affine Abbildungen in Betracht. Als Zielraum dieser
Abbildungen wahlen wir jeweils die entsprechende Faser des Volumenbiindels A"T* M. Mit dieser
Vereinbarung ist es mdglich, ohne Verwendung einer Volumenform auf M eine kovariante Legendre-
Transformation als Faserableitung der Lagrange-Dichte zu definieren. Es stellt sich heraus, daR zu
jeder Feldvariable n konjugierte Impulse existieren. Fir diese leiten wir aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen die fir reguldre Lagrange-Dichten dquivalenten De Donder-Weyl-Gleichungen ab, die
wir zur Interpretation spezieller Hamiltonscher n-Vektorfelder bereitstellen missen. Da sich die Di-
mensionen des multisymplektischen Phasenraumes und des ersten Jetblindels aufgrund der affinen
Struktur des letzteren um 1 unterscheiden, ist die kovariante Legendre-Transformation selbst im gut-
artigen Fall nicht surjektiv. Wir fuhren deshalb eine Mannigfaltigkeit 1, das Legendre-Biindel, ein,
auf der die kovariante Legendre-Transformation fiir reguldre Lagrange-Dichten bijektiv ist. Da I in
KANATCHIKOVS Arbeiten eine zentrale Rolle spielt und wir im folgenden Kapitel dessen Formulie-
rung in unseren Rahmen einbetten, schieben wir an dieser Stelle eine kurze Skizze der geometrischen
Objekte dieses Zuganges ein.

Weiter ist es mit der Wahl des Zielraumes fiir die affinen Abbildungen, die die Punkte des multisym-



plektischen Phasenraumes P ausmachen, maglich, die kanonische Form @ zu definieren. Mit
Q=-do (1.4)

ist nun die multisymplektische Form gegeben, die im Fall der klassischen Mechanik mit der kanoni-
schen symplektischen 2-Form auf dem doppelt erweiterten Phasenraum zusammenfallt. Die (n+1)-
Form Q dient nun zur Definition der Hamiltonschen Formen h und Hamiltonschen Vektorfelder X
nach Gleichung (1.1). Durch Abzdhlen der Grade erkennt man sofort, dal zu einer r-Form h ein
(n—r)-Vektorfeld X gehort. Darliberhinaus kann aber nicht jede Form als Hamiltonsche Form dienen.
Es stellt sich ndmlich heraus, daf die Koeffizientenfunktionen eine sehr eingeschrankte Abhéngigkeit
von bestimmten Koordinaten aufweisen missen. Dies wird exemplarisch an einer Unterklasse der
Hamiltonschen Formen illustriert.

Fur das Verstandnis klassischer Feldtheorien ist die Einbettung infinitesimaler Symmetrieoperationen
essentiell. Wir zeigen, daB sich diese als Vektorfelder auf dem multisymplektischen Phasenraum P
beschreiben lassen, zu denen Hamiltonsche (n — 1)-Formen gefunden werden kdnnen.

Mit diesen Vorarbeiten wenden wir uns nun dem Hauptresultat des Kapitels zu, der Analyse Ha-
miltonscher n-Vektorfelder. Zunichst geben wir einen Uberblick tber die Begriffe der Theorie der
integrablen Distributionen als Unterrdume des Tangentialbiindels an eine Mannigfaltigkeit und stel-
len den Zusammenhang zu Multivektorfeldern her. Distributionen vom Rang n stehen in Korrespon-
denz zu zerlegbaren Multivektorfeldern gleichen Tensorgrades. Es liegt also nahe, Hamiltonsche n-
Vektorfelder zu untersuchen, da wir ja Schnitte in P — M zu beschreiben suchen. Es wird gezeigt,
das fur Hamiltonfunktionen (1.2) zerlegbare Hamiltonsche n-Vektorfelder existieren, die genau die
Tangentialrdume an Losungen der De Donder-Weylschen Gleichungen beschreiben. Diese Multivek-
torfelder sind allerdings nicht eindeutig bestimmt, weshalb sich die Umkehrung der Frage, namlich ob
die Distributionen auch integrabel sind, nicht ohne weiteres allgemein positiv beantworten 1a3t. Durch
Hinzunahme der bereits in [72] erwéhnten kovarianten Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung
lassen sich jedoch notwendige und hinreichende Kriterien angeben, unter denen die gewiinschte Inte-
grabilitét erreicht werden kann. Nach der Diskussion des freien Klein-Gordon-Feldes zur lllustration
der erzielten Resultate wird der geometrische Charakter der kovarianten Hamilton-Jacobischen Dif-
ferentialgleichung erldutert.

Das vierte Kapitel ist den algebraischen Eigenschaften der multisymplektischen Formulierung
gewidmet. Das Auftreten von Multivektorfeldern und Hamiltonschen Formen lait gradierungsab-
hangige Vorzeichen erwarten, so daf zunéchst ein Studium der Ausdehnung von Lie-Klammer und
Lie-Ableitung auf Multivektorfelder notwendig ist. Dabei erhalten wir die erweiterte Super-Lie-
Klammer — in der Literatur unter dem Namen Schouten-Klammer bekannt — durch die Forderung
einer Super-Leibniz-Regel beziiglich des antisymmetrischen Tensorproduktes von Vektorfeldern. Die
\orzeichen ergeben sich dabei aus dem Abbildungsgrad von X A - und [X,-]. Mit der ebenso zu for-
dernden Antisymmetrie der Schouten-Klammer kann eine Super-Jacobi-ldentitat fiir Multivektorfel-
der beliebigen Tensorgrades bewiesen werden.

In der symplektischen Mechanik I&Rt sich bekanntermafen die Poisson-Klammer mit Hilfe der Lie-
Ableitung definieren ([1]). Wir werden uns von dieser Vorgehensweise leiten lassen, um eine Poisson-
Lie-Klammer fir den hier betrachteten allgemeinen Fall aufzufinden. Dazu ist es notig, den Begriff
der Lie-Ableitung einer Form nach einen Vektorfeld auf Multivektorfelder auszudehnen. Mit der {ibli-
chen Definition der gewdhnlichen Lie-Ableitung als Kommutator des &uReren Differentials d und der
Einsetzungsabbildung (Kontraktion) liegt diese Erweiterung auf der Hand. Wir wahlen den Super-
Kommutator beider Abbildungen, wobei im Falle der Einsetzungsabbildung das Vorzeichen durch
den Tensorgrad des Multivektorfeldes bestimmt wird. Der Kommutator dieser Lie-Ableitung mit der
Kontraktion ergibt eine Abbildung, die sich als Kontraktion mit einem Multivektorfeld auffassen I&Rt.
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Wir definieren letzteres als Lie-Ableitung LxY eines Multivektorfeldes Y nach einem Multivektorfeld
X. Obwohl LxY und [X,Y] vom Tensorgrade iibereinstimmen, sind sie doch nicht gleich, sondern
unterscheiden sich um ein Vorzeichen. Dies folgern wir aus Symmetrietiberlegungen und den Super-
Leibniz-Regeln fiir beide Ausdriicke im zweiten Argument. Der erste Abschnitt schlieit mit der Be-
reitstellung niitzlicher Formeln, die im spéter folgenden Beweis der Super-Jacobi-ldentitdt bendtigt
werden.

Mit diesem Werkzeug geristet, stellen wir nun die gefundene Poisson-Lie-Klammer vor. Sie stellt
insofern eine Verallgemeinerung des symplektischen Falles dar, als dort alle abweichenden Terme
wegen des zu geringen Formengrades der kanonischen Formen verschwinden. Interessant ist, dafl
die Definition wesentlich die Exaktheit der multisymplektischen Form Q benutzt. Die vorgestellte
Klammeroperation kann als Erweiterung der von FORGER und ROMER angegebenen Verkniipfung
von (n —1)-Formen angesehen werden. Die Korrekturterme stellen aber ein weiteres Problem, das
der Wohldefiniertheit des Ausdruckes. Da zu jeder Hamiltonschen Form h nach (1.1) im allgemeinen
mehrere Hamiltonsche Multivektorfelder X korrespondieren, diirfen nur Kontraktionen dieser Multi-
vektorfelder mit Q auftreten, nicht aber Kontraktionen mit den Hamiltonschen Formen. Wir schranken
uns daher auf solche Hamiltonsche Formen ein, deren Kern den Kern von Q enthalt, die also bei Kon-
traktion mit Hamiltonschen Multivektorfeldern die erwahnte Unbestimmtheit nicht sehen. Dies fiihrt
auf den Begriff der Poissonschen Formen, fiir die wir einige Beispiele angeben. Der Begriff der Pois-
sonschen Form stellt insofern eine Neuerung gegeniiber dem der Hamiltonschen Form dar, als man
im allgemeinen eine gegebene Form nicht um eine geschlossene abandern kann, um die gewiinschte
Eigenschaft des Kerns zu erreichen, wie die sich anschliefende Betrachtung einer 1-Form auf der
Sphére S° zeigt.

Nun sind wir in der Lage, fur die wohldefinierte Super-Poisson-Lie-Klammer zu zeigen, dafl die
Verknlpfung zweier Poissonscher Formen wieder eine Poissonsche Form ergibt. Es folgt schlieBlich
der Beweis der Super-Jacobi-ldentitét, das eigentliche Ziel dieses Kapitels. Der Nachweis vollzieht
sich in zwei Stufen. Zum einen wird eine im vorigen Abschnitt berechnete Identitit Gber den Super-
Kommutator zweier Lie-Ableitungen benutzt, zum anderen die Super-Jacobi-Identitét fir Multivek-
torfelder in der Kontraktion mit ©.

Unter Verwendung von Zusammenhangen gelang es KANATCHIKOV, auf dem Legendre-Blindel, das
man sich als Bild der Legendre-Transformation vorstellen kann, eine Super-Poisson-Lie-Klammer fiir
eine gewisse Klasse von Formen zu konstruieren. Wir zeigen, daf es sich dabei um einen Unterraum
der hier betrachteten Poissonschen Formen handelt, fiir den die beiden Definitionen zusammenfallen.
Eine Zusammenhangswahl in £ ist damit nicht mehr notig.

Zum Schlul des Kapitels findet sich eine Analyse alternativer Produkte. Ein Produkt ware wiinschens-
wert im Hinblick auf eine Quantentheorie. Es existiert aber bisher nur das von KANATCHIKOV aufge-
fundene Produkt e fiir horizontale Poissonsche Formen, das eine Super-Leibniz-Regel erfiillt, deren
Gradierung verschieden von der der Klammer-Operation ist. Wir zeigen, daB sich dieses Produkt
nicht auf beliebige Poissonsche Formen ausdehnen 1aRt und dal wegen der speziellen Abhéangigkeit
der Koeffizientenfunktionen der Poissonschen Formen jedes alternative Produkt hochstens vom glei-
chen Grad wie e sein darf.

Muit letzterer Beobachtung ergibt sich aber im Falle der symplektischen Mechanik nicht das bekann-
te punktweise Funktionenprodukt auf dem doppelt erweiterten Phasenraum. Eine Produktstruktur
scheint also nicht auf nattirlichem Wege erreichbar zu sein.

Das fuinfte Kapitel stellt wieder den Zusammenhang zu der bekannten Formulierung einer Feld-
theorie her. Es wird die kanonische symplektische Struktur auf dem Raum der Anfangsbedingungen
erlautert und gezeigt, wie man die symplektische 2-Form dort mittels Riickzug und Integration der
multisymplektischen Form erhélt. Nach der Definition der Observablen als Funktionale auf dem (un-



endlichdimensionalen) Phasenraum wird die Verbindung zu den Hamiltonschen (n — 1)-Formen der
multisymplektischen Formulierung und deren Hamiltonschen Vektorfeldern verdeutlicht. Im zweiten
Teil geben wir zur lllustration ein bekanntes Resultat von GOTAY und MARSDEN wieder, daf eine
neuartige, eindeutige Definition des Energie-Impuls-Tensors als Riickzug der zu den infinitesimalen
Raum-Zeit-Transformationen gehdrenden Hamiltonschen (n— 1)-Form vorschlégt. Diese Konstrukti-
on paft insofern in den hier vorgestellten Rahmen, als sie auf natlrliche Weise die zu raum-zeitlichen
infinitesimalen Transformationen gehdrenden Hamiltonschen (n — 1)-Formen benutzt.

Im sechsten Kapitel skizzieren wir schlieflich einige interessante Fragestellungen, die sich an die
erzielten Ergebnisse anschlieen. Dies sind im speziellen die direkte Behandlung Theorien hoherer
Ordnung, die Frage der Implementierung von Nebenbedingungen, die Einbindung der Produktstruk-
tur der Hamiltonschen Formulierung und Vorschlége flir Quantisierungsansétze.

Ein Anhang erklirt, wie sich Zusammenhinge in & als Schnitte in dem affinen Biindel J1& — &
auffassen lassen. Damit wird eine Vektorraumstruktur in dem affinen Biindel J1& iiber £ induziert.
Weiter wird die Konstruktion eines Zusammenhanges in P — M aus einem Zusammenhang in T M
und einem in & vorgestellt.

Notationen

Das Symbol 1 wird fiir die Kontraktion von Multivektorfeldern, d.h. Elementen der antisymmetri-
schen Tensoralgebra von Vektorfeldern, und Formen benutzt. Dabei soll gelten

iy Aver ABd (d2 A--- A dZi) = gl (1.5)
Dariiberhinaus verwenden wir die Kurzschreibweisen
d"=dx A= AdX",  dygep X = 0y, -0y, "X (1.6)
|X| meint den Tensorgrad eines (homogenen) Multivektorfeldes, also schreiben wir zum Beispiel

X e AXIx(M), 1.7

und ebenso verstehen wir unter | f| den Formengrad einer homogenen Form f.
Ist mit B ein Faserbiindel tber A gegeben, so bezeichnet

Pras: B—A (1.8)

die zugehorige kanonische Projektion. Wir wollen das Symbol fir den Riickzug von Biindeln weg-
lassen, wenn keine MiRverstandnisse maglich sind. So hat man beispielsweise

TAQTB (1.9)
als
pris(TA) @sTB (1.10)

zu lesen.
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Kapitel 2

Lagrangesche Formulierung

Die Lagrange-Dichte einer Feldtheorie k-ter Ordnung ist geometrisch eine n-Form auf
dem k-ten Jetbiindel. Das fiir die folgenden Kapitel interessante erste Jetbindel (iber-
nimmt die Rolle des Tangentialbiindels einer geometrischen Formulierung der Punkt-
mechanik. Aus dem Variationsprinzip fiir die gegebene Lagrange-Dichte werden zum
Ende die Euler-Lagrange-Gleichungen hergeleitet.

Die Formulierung jeder klassischen Feldtheorie beginnt mit der Definition der Felder. Diese sind
im allgemeinen Fall Schnitte ¢ in einem Faserbiindel £ mit N-dimensionaler typischer Faser F (iber
einer n-dimensionalen Basismannigfaltigkeit M, die oft als Modell der Raum-Zeit dient. Wir werden
im folgenden M immer als orientierbar annehmen und denken uns eine Volumenform gewahlt. Fir
die Uberlegungen dieser Arbeit ist es nicht notwendig, daB die typische Faser F die Struktur eines
Vektorraumes trégt, auch wenn dies in Anwendungen oft der Fall ist. An manchen Punkten lassen
sich jedoch fiir Vektorbiindel weitergehende Aussagen treffen, auf die wir dann gesondert eingehen.
Die Feldgleichungen fiir die Schnitte ¢ gewinnt man aus der Variation des Wirkungsfunktionals S,
welches wiederum durch die Angabe einer Lagrangefunktion L festgelegt wird.
Das Wirkungsfunktional ist ndmlich von der speziellen Form

S[é] = /M L%, 0(X),"(x),...)d"%, 2.1)

wobei ¢’ symbolisch die ersten Ableitungen des Feldes bezeichnet und die Auslassungspunkte fiir
eventuell auftretende hohere Ableitungen stehen.

Obwohl im Wirkungsfunktional Ableitungen der Felder auftauchen, ist doch die Verwendung eines
Zusammenhanges nicht notig: £ = Ld"x ist eine Dichte auf dem k-ten Jetbiindel zu &, wenn L von
den Ableitungen der Felder bis zur Ordnung k abhangt, und das Wirkungsfunktional ist das Integral
liber M des Riickzugs von £ mit ¢.

Die folgenden Abschnitte dieses Kapitels sollen einen kurzen Uberblick iiber diese Struktur ge-
ben. Die geometrischen Grundlagen zu Jet-Strukturen finden sich in [75], die Ableitung der Euler-
Lagrangeschen Gleichungen in [8] und schlieflich Ausfiihrungen zu Zusammenhangen in [49].

11
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2.1 Jet-Strukturen

Die Fasern des k-ten Jetbiindels werden tber jedem Punkt m in M lokal von den Werten bis zur k-ten
Ableitung eines jeden Schnittes ¢ in ebendiesem Punkt aufgespannt. Eine invariante Formulierung
der Sammlung aller Ableitungen bis zur k-ten Ordnung besteht im Begriff der Jet-Verlangerung eines
Schnittes, den wir nun einflihren wollen.

Definition 2.1.1 Es sei & ein Bundel iiber M, m € M ein Punkt in M und I'n(€) die Menge der
lokalen Schnitte von &£, deren Definitionsbereich m enthéalt. Zwei lokale Schnitte ¢, € ' (€) heillen
k-aquivalent in m, wenn ¢(m) = @(m) und wenn in einer lokalen Trivialisierung (x*,vA) von £ um
¢ (m) fur alle Multi-Indizes | der Ordnung |I| < k die folgende Gleichung gilt:

al'lpA
ox!

a“'LIJA
m - aXI

2.2)

Die Aquivalenzklasse aller zu ¢ in m k-aquivalenten Schnitte heiRe k-Jet zu ¢ in m und trage das

Symbol jX ¢.
Zu einem gegebenen (lokalen) Schnitt ¢ in £ heil’t der induzierte (Iokale) Schnitt

K6 : M > mejko e 3¢ (2.3)

die k-te Jet-Verléangerung von ¢.

Man iiberzeugt sich leicht, daB die Definition der k-Aquivalenz in einem Punkt nicht vom verwende-
ten Koordinatensystem abhangt.

Definition 2.1.2 Die k-te Jet-Mannigfaltigkeit zu £ — M ist die Menge

FE={ikd|meM, b elnE)} (2.4)

BEMERKUNGEN. SAUNDERS ([75]) verwendet die Notation J¥1t, wobei tdie kanonische Projektion
von & auf M ist, da die Definition wesentlich vom Begriff des Schnittes und damit von dem der Pro-
jektion abhéngt. Diese Schreibweise hat sich aber nicht als Standard durchgesetzt.

Wir betrachten den Spezialfall n = 1, M = R. Da £ nun notwendig ein triviales Faserbiindel ist, gilt
& = Q xR, wobei Q die typische Faser bezeichnet. Es sei y ein lokaler Schnitt in £ und also eine
Kurve in Q. Fir jeden Punkt t aus dem Definitionshereich von y erhalten wir den 1-Jet jly, d.h. die
Menge aller Kurven, deren erste Ableitungen in dem Punkt y(t) lbereinstimmen. Diese Aquivalenz-
klasse entspricht aber genau einem Tangentialvektor in diesem Punkt und umgekehrt. Wir schlieRen
in diesem Fall

JHOXR)=TQOxR. (2.5)

Deutet man Q physikalisch als Konfigurationsraum eines mechanischen Systems, so ist das erste
Jetbiindel in diesem Fall der um die Zeitachse erweiterte Tangentialraum an Q.

JKE 14Rt sich als Biindel tiber J¥=1& und damit auch tiber £ und M auffassen, wobei die Pro-
jektionen in der offensichtlichen Weise eingefiihrt werden. In den folgenden Kapiteln werden wir oft
lokale Rechnungen durchfiihren, die die Verwendung von Trivialisierungen erfordern. Es zeigt sich
nun, daR jede Koordinatenwahl in £ ein Koordinatensystem in J¥& induziert.
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Definition 2.1.3 Es sei & — M ein Bindel und (¢4, V) ein angepalites Koordinatensystem von £. Das
induzierte System von Koordinaten (24%,v¥) auf 3% ist definiert durch

U= {imdld(m) eu},
Vk = (XIJ,VA,VIA)7

wobei x#(ji0) = x#(m), VA(j,6) = vA(¢(m)) = ¢*(m) und

I 4 A
i =50 6)

fur 1] <Kk.

Satz 2.1.4 Fir jeden angepaBten Atlas (&4,v) von & ist (4%, v¥) ein endlichdimensionaler glatter
Atlas von JX&.

BEWEIS. Es sei hier auf SAUNDERS’ Buch [75], prop. 6.2.5 verwiesen. a

BEMERKUNG. Auch wenn das k-te Jetbiindel tiber die Jet-Verlangerungen j*¢ eingefiihrt wurde, ist
doch langst nicht jeder Schnitt des Biindels J*€ — M von dieser Art.

In dieser Arbeit wollen wir die kovariant Hamiltonsche Formulierung von Feldtheorien, deren
Lagrangedichte nur von den Feldern und deren erster Ableitung abhdngt, untersuchen. In vielen phy-
sikalischen Beispielen treten aber hohere Ableitungen, insbesondere solche zweiter Ordnung auf.
Natirlich kann man die zweite Ableitung eines Schnittes als zweimalige erste Differentiation verste-
hen. Dies fiihrt auf die Frage, wie das 2-Jetbiindel J2£ mit dem ersten Jetbiindel des ersten Jetbiindels
JL€, also mit J1J1E, verbunden ist. Wir betrachten wieder den allgemeinen Fall.

Satz 2.1.5 Die Abbildung
k11 JKE 3 i = in(1710) € 31 @7

ist injektiv aber nicht surjektiv.

BEWEIS. Zum Beweis vergleicht man die Darstellung beider Seiten in angepafiten Koordinaten (s.
[75], 5.2.). Die fehlende Surjektivitét liegt daran, dal — wie bereits erwdhnt — nicht jeder Schnitt von
JL€ von der Gestalt j'¢ ist. Es muB ndmlich nach dem Satz von Schwarz {iber die Vertauschbarkeit
der Ableitungen gelten

VA (i) =V i (i) (2.8)

Solche Schnitte in ,’31(3"—18), die im Bild von 1 x_1 liegen, heilen holonome Schnitte. O

Wiéhrend das Biindel £ als das kovariante Analogon des erweiterten Konfigurationsraumes der
klassischen Mechanik angesehen werden kann, kommt dem ersten Jetbiindel J1€ wie bereits erwahnt
die Rolle der kovarianten Verallgemeinerung des erweiterten Tangentialbiindels zu. Es ergibt sich
aber ein wesentlicher Unterschied. Im Gegensatz zur klassischen Mechanik triagt J'£ — £ keine
Vektorraumstruktur, sondern nur die eines affinen Blindels. Dies kann man darauf zuriickfiihren, daR
kein naturlicher Ableitungsbegriff flir Schnitte in £ existiert.
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Satz 2.1.6 J1& — £ ist ein auf dem Vektorbuindel*
VEQT*M — € (2.9)

modelliertes affines Biindel (wobei T*M auf £ zuriickgezogen zu denken ist).

BEWEIS. Man Uberzeugt sich davon, daB zu jeder angepafiten Karte (2/,v) von M die Abbildung

in® = (6(m),vi(ind)) (2.10)

eine affine lokale Trivialisierung liefert ([75], thm. 6.2.9). O
Es existiert eine interessante Verbindung zwischen in £ gegebenen Zusammenhangen und Abbildun-
gen von £ nach J1&, fir die wir auf den ersten Abschnitt des Anhangs, A.1, verweisen.

2.2 Variationsprinzip und Euler-Lagrange-Gleichung

Da die folgenden Kapitel der Vorstellung eines kovariant Hamiltonschen Formalismus fiir Feldtheo-
rien erster Ordnung zum Thema haben, wollen wir uns bei der ohnehin gut bekannten ([8, 32, 47])
und hier nur der Vollstandigkeit halber wiedergegebenen Herleitung der Feldgleichungen auf diesen
Fall beschréanken.

Weiterhin wollen wir nur glatte Abbildungen betrachten, da hier lediglich der geometrische Gehalt
einer Feldtheorie Gegenstand der Betrachtung sein soll.

Das Wirkungsfunktional nimmt also auf jedem Schnitt ¢ den Wert

sio)= [ (i*)'c @.1)

an. Die dynamisch zuldssigen Felder sind nun genau die stationdren Punkte von S, wobei die be-
trachteten Variationen von ¢ 1-Parametergruppen von Diffeomorphismen von £ sind, die entlang der
Fasern von £ abbilden und auf Fasern auBerhalb eines kompakten Gebietes in M als Identitdt operie-
ren.

Es sei ®; eine solche Variation mit zugehorigem Vektorfeld & auf £. Mit der Gleichung

P (jnd) = Jn(Pod) (2.12)

kann man die Gruppenaktion auf das Jetbiindel heben. Die Forderung nach Stationaritét besagt damit,
daf3 fir alle Variationen ®; die folgende Gleichung gelten muR.

0= 08[¢to¢]=%‘ /M(q)tjlq))*E:/M(jld))*Lgﬁ, (2.13)

Sle

t

wobei L die Lie-Ableitung nach dem zur Variation gehdrigem Vektorfeld auf J1& bezeichnet. Spaltet
man von der Lagrange-Dichte einen Volumenanteil ab,

£=Ld"x, (2.14)

193€ — € bezeichnet hier das Vertikalbiindel, welches in jedem Punkt von £ aus denjenigen Tangentialvektoren in TE
besteht, die im Kern der Tangentialprojektion Tpr ¢ liegen.
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so ergibt sich nach einer partiellen Integration und mit dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung
die Euler-Lagrange-Gleichung

) -~ (;’Tzulmx))) -0, 219

Zum Abschlul dieses Kapitels seien noch zwei Bemerkungen Uber Lagrangedichten héherer Ord-
nung angefiigt. Sei also £ eine n-Form auf J¥£. Nun kann man versuchen, £ als Riickzug mit der
Abbildung 11 aus Satz 2.1.5 einer erweiterten Lagrangedichte £**~1 auf 3%(3*~1€) darzustellen.
Dies ist genauer in [76, 30] ausgeflihrt — hier sei nur erwéhnt, daB die Prozedur zusatzliche Wahl-
freiheit schafft. Als Beispiel seien der PALATINI-Formalismus ([8]) und ASHTEKARS Zugang zur
Allgemeinen Relativitétstheorie genannt (fur eine Einflihrung siehe [27]).

Andererseits kann man fiir Feldtheorien héherer Ordnung auch die Forderung nach Stationaritét als
Gleichungen an £ formulieren. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann

& dll /oL
I .k o
;m%(_l) dx? (ﬂ“ ‘I’)) =0, (2.16)

wobei die innere Summe Uber alle Indexkombinationen der Lénge | verlauft.






Kapitel 3

Multisymplektische Geometrie

In diesem Kapitel wollen wir die geometrischen Objekte, die zur Definition der alge-
braischen Struktur nétig sind, vorstellen und analysieren. Im einzelnen sind dies der
multisymplektische Phasenraum und die darauf gegebenen kanonischen Formen, die
kovariante Legendre-Transformation und die daraus abgeleiteten De Donder-Weylschen
Gleichungen und die Begriffe Hamiltonsche Form und Hamiltonsches Multivektorfeld,
welche eine Verallgemeinerung des Zusammenspiels von Hamiltonschem Vektorfeld
und Hamiltonfunktion der klassischen Mechanik darstellen. In Analogie zu den Ha-
miltonschen Vektorfeldern, deren Integralkurven Ldsungen der Bewegungsgleichungen
ergeben, werden Hamiltonsche n-Vektorfelder untersucht, die Tangentialrdume an die
Lésungen der Feldgleichungen, nun héherdimensionale Objekte, darstellen. Die Frage
nach der Integrabilitdt solcher durch Tangentialrdume gegebenen Distributionen fiihrt
schlieflich auf die kovarianten Hamilton-Jacobischen Differentialgleichungen.

3.1 Multisymplektische Phasenraume

3.1.1 Definitionen

Im vorangegangenen Kapitel wurde dargelegt, daR das erste Jetbiindel J1& zu einem Faserbiindel £
tber einer Mannigfaltigkeit M als kovariante Verallgemeinerung des erweiterten Tangentialbiindels
der klassischen Mechanik angesehen werden kann. J1&€ — gesehen als Biindel iiber £ — ist aber kein
Vektorbiindel, sondern tragt lediglich eine affine Struktur. Der Grund ist darin zu sehen, dal von
einem vorgelegten Schnitt in £ nicht in naturlicher Weise gesagt werden kann, ob er konstant ist.

Demzufolge ist es naheliegend, als kovariantes Pendant zum (doppelt erweiterten) Phasenraum
die Menge aller affinen Abbildungen der Fasern von (J1&,pr.,1.,€) zu betrachten. Um auf dem ent-
stehenden Raum eine der symplektischen 2-Form entsprechende Struktur zu erhalten, wahlen wir als
Zielraum der affinen Abbildungen nicht die reellen Zahlen, sondern die jeweilige Faser des Gera-
denbiindels A"T*M.

Definition 3.1.1 Fir jedes v € £ sei (P), die Menge aller affinen Abbildungen der Faser (J1&)y
nach (A"T*M)m, M = prpeg(v).
Der multisymplektische Phasenraum P ist das Bindel uber &£, dessen Faser in v € £ durch (P)y

17
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gegeben ist,

P= P (3.1)

ve&

Nach den Ausfiihrungen im vorigen Kapitel ist mit einem Satz lokaler Koordinaten (x*,v*) von &
eine Trivialisierung (x*,vA,vi}) gegeben, die auf Schnitten ¢ (bzw. deren Jet-Verlangerung j'¢) von
& die Eigenschaft

Vi (itd) =0, (VA(9)) (3.2)

besitzt. Jedes Element p in P, also jede affine Abbildung von Fasern in J1&€ nach A"T*M, ist damit
durch einen Satz von Koordinaten (x*,vA, ph, p) gegeben,

VAP P) T (3RE) eway D (VA VR) = (X (pvy + p)d™X) € (A"T* M) ). (3.3)

Diesen Satz wollen wir die von (x*,vA) induzierten lokalen Koordinaten von P nennen. Wir schreiben
fiir die Koordinaten p,‘i zusammenfassend g und verwenden die kompakte Notation

(X", VA, pa, p) = (X,V, F, p), (3.4)

wann immer die Formellange dies erforderlich macht. Fir die partiellen Ableitungen in Richtung
dieser Koordinaten wollen wir die folgende Schreibweise verwenden, wenn es die Komplexitat der
Formeln erfordert:

_ 0 — 9 A_ g _
au—ﬁp, aA—m, au—%&r, a—

(3.5)

Sl

Wieder wollen wir uns nun den Fall M = IR anschauen. Dort hatten wir mit £ = Q x R fiir das
erste Jetbiindel J1€ =2 T Q x R gefunden. Dies ist aber ein Vektorbiindel iiber Q@ x R, und wir kdnnen
die affinen Abbildungen von P in einen auf T Q linearen und einen konstanten Anteil zerlegen. Mit
einer Volumenform auf R erhalten wir in diesem Fall

P~ (T*QxR) xR, fir M =R, (3.6)

also stellt P den doppelt erweiterten Phasenraum der zeitabhdngigen Hamiltonschen Mechanik dar
(vgl. z.B. [54]).

‘P erbt von A"T* M die Struktur eines Vektorbiindels tber £. Es bleibt zu untersuchen, wie sich
die Koordinaten von P nun unter einem Kartenwechsel von €

verhalten. Bekanntermalien transformieren sich die Koordinaten (x“,vA,vﬁ) des ersten Jetbiindels
geman

(VA VE) = O VA 4 XA (X), Vi + 0uxP (%)) (3.8)
Die Abbildung (3.7) induziert damit und mit der Rechnung

PaVS + P = pB(v5 — X (X)) + p
~V ~B

- (3.9)
= g7+ p
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einen Kartenwechsel der folgenden Gestalt

(X,V, ﬁa p) = (X,\7, 6a ﬁ)a ﬁ}& = p}&a ﬁ = p - p\é (a\)XB)(X) (310)
An der speziellen Form der Koordinatentransformation liest man nun ab, daf die Projektion

kanonisch ist ([64]). Der so entstenende Raum IRt sich unter Benutzung der affinen Struktur von J1&
wie folgt charakterisieren.

Definition 3.1.2 Fir jedes p € P sei p die lineare Abbildung
Pp:(BEYRT*M 3V = p(V+7¥)—p((V) € A"T*M, (3.12)

wobei v € J1€ ein beliebiges Element ist, dessen FuRpunkt in £ mit dem von p tibereinstimmt.
Weiter sei M — £ das Biindel — im folgenden Legendre-Biindel genannt — aller derartigen Abbildun-
gen P und pryp die zu (3.12) gehdrige Projektion p — p von P auf M.

Lemma 3.1.3 Die Definition hangt nicht von der speziellen Wahl y ab. Es gilt
P (BVE)'QTMRA"T* M, (3.13)

wobei die Tensorprodukte iber £ genommen sind.

Damit haben wir alle fiir die weitere Arbeit relevanten Biindel eingefiihrt. Zur Ubersichtlichkeit seien
diese hier noch einmal in einem Diagramm dargestellt.

M P

FL 01€

Prep

Y

M (3.14)

Der multisymplektische Phasenraum P 1&3t sich noch auf eine andere Weise charakterisieren, die
sich bei der Definition kanonischer multisymplektischer Strukturen als niitzlich erweisen wird.

Satz 3.1.4 [[32], prop. 2.1] P ist faserweise isomorph (als Vektorraum) zu dem Raum aller n-Formen
auf £, die bei Kontraktion mit zwei pr ,.-vertikalen Vektoren verschwinden. Mit anderen Worten, fur
jedes v aus & ist

(2 ={zeN"T*€|&un1z=0VE&n e (VE)} (3.15)
isomorph zu (P)y, es existiert also ein Bundelisomorphismus

®:BP, (3.16)
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wobei fur z € (Z)y die Abbildung ®(z) gegeben ist durch
D(z): Vi (V)2 (3.17)

fur alle v-aus der Faser (J'€),.

BEWEIS. Es sei z € (Z)y ein n-Kovektor wie im Satz beschrieben und v € (3*€),, ein Punkt in der Fa-
ser Uber v des ersten Jetbiindels. Mit v kann man z zuriickziehen auf M und erhélt einen n-Kovektor
(V)*z. Da z hdchstens einen pr,,-vertikalen Formenanteil enthdlt, ist die Abbildung (3.17) affin.
Weiterhin ist ®(z) eine fasertreue Abbildung und definiert also ein Element in P. Die Zuordnung
z — ®(z) ist linear, und ®(z) = 0 genau dann, wenn (V)*z = 0 gilt fir alle (v)*z. Dann ist aber auch
z = 0. Folglich ist @ surjektiv. Die n-Formen auf £, die bei Kontraktion mit zwei pr ,,.-vertikalen
Vektorfeldern verschwinden, spannen in jedem Punkt v von £ einen Nn+ 1-dimensionalen Raum
(Z)y auf. Diese Dimension ist aber gleich der Dimension der Fasern von P iiber £. Also ist ® ein
Isomorphismus von Vektorraumen. O

3.1.2 Kanonische multisymplektische Formen

Auf P existiert in kanonischer Weise eine kovariante Verallgemeinerung der Konstruktion der kano-
nischen symplektischen Struktur des Kotangentialbiindels der klassischen Mechanik.

Definition 3.1.5 Die Poincaré-Cartan-Form © € Q"(P) ist mit dem Isomorphismus & aus Satz 3.1.4
punktweise gegeben durch

Oo(z) (&15---,&n) =2(N1,---,NMn); & € (TP, (3.18)

wobei n; jeweils die Projektion des Tangentialvektors &; auf £ bezeichnet.

In induzierten Koordinaten (x, v, §, p) nimmt © die Gestalt
Opxyp.p) = P AV Adyx+ pd"™ (3.19)

an. Offensichtlich verschwindet ® auf allen pr.»-vertikalen Vektoren. Wir kdnnen damit etwas unge-
nau schreiben

O(q;(z)) =1, (3.20)

fiir alle z aus Z, da fiir die Kontraktion eines Tangentialvektors auf £ mit © dessen Hebung nach P
erforderlich ist, das Ergebnis der Kontraktion aber nicht von der Wahl der Hebung abhangt.

Die n-Form © kann somit auch benutzt werden, um das Inverse des Isomorphismus ® zu charakteri-
sieren.

ImFallen=1, M =R, £ = QxR ist O die kanonische Kontakt-1-Form p;idq’ + pdt, die
bekanntlich ein Potential der symplektischen 2-Form auf dem doppelt erweiterten Phasenraum T *Q x
R? darstellt. Dies legt die folgende Vereinbarung nahe.

Definition 3.1.6 Die multisymplektische (n+ 1)-Form Q ist gegeben durch

Q=—do. (3.21)
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BEMERKUNG. Eine multisymplektische Mannigfaltigkeit ([30, 10]) (M, w) ist eine Mannigfaltigkeit
M mit einer geschlossenen Form o, flr die die Abbildung

TM > {—elliwe N°(M) (3.22)

injektiv ist. In diesem Sinne ist (P, Q) eine multisymplektische Mannigfaltigkeit, nicht aber im Sinne
von MARTIN, ([57]). Dessen Definition, die eine Verallgemeinerung des Darbouxschen Theorems
uber die lokale Struktur einer symplektischen Mannigfaltigkeit erlaubt, fallt mit der hier aufgefiihr-
ten nur fur ganz spezielle typische Fasern F des Faserbiindels £ zusammen. Hier ist die multisym-
plektische Form dagegen zusétzlich exakt, Q = —d®. Dies wird sich im folgenden Kapitel als sehr
wesentlich erweisen.

3.1.3 Vertikale aufRere Ableitung und multisymplektische Formen auf I

Unter Verwendung von Zusammenhangen in £ und in T M 146t sich auf dem Legendre-Biindel
ebenfalls eine multisymplektische Form konstruieren. Obwohl die Konstruktion damit nicht-kano-
nisch ist, soll sie hier kurz skizziert werden, da mit ihrer Hilfe erstmalig die Definition einer multi-
symplektischen Poisson-Lie-Klammer gelang ([38]). Im folgenden Kapitel wird sich jedoch zeigen,
dal3 sich die nun vorgestellte Formulierung als ein Spezialfall in den allgemeinen Rahmen der vorlie-
genden Arbeit einordnen laRt.

Zur Definition bendétigen wir zundchst den Begriff der vertikalen dufReren Ableitung. Darunter ver-
steht man — vereinfacht gesprochen — den Anteil der gegebenen dufieren Ableitung auf dem Totalraum
eines Biindels, der nur die Ableitungen in Richtung der Fasern der kanonischen Projektion enthalt.
Aquivalent dazu kann man auch von einer Ausdehnung der Operation der auf den Fasern jeweils ge-
gebenen auleren Ableitung auf Formen Uber dem Totalraum sprechen. Das betrachtete Biindel ist in
unserem Fall I — M, und wir suchen zunéchst eine Aufspaltung des Tangentialbiindels T I in einen
vertikalen und einen horizontalen Anteil bezlglich der Projektion auf M.

Eine solche ist bekanntermaBen durch einen Zusammenhang I" gegeben, der sich nach Abschnitt A.1
als eine Abbildung I : [ — J'M auffassen I4Rt. I kann nun aus zwei Daten gewonnen werden ([48]):
zum einen aus einem torsionsfreien Zusammenhang A im Tangentialblindel von M, zum anderen aus
einem Zusammenhang I in £. Eine ausfihrliche Rechnung ([63], s. auch Anhang A.3) liefert den
Koordinatenausdruck

C (VA ) = (XS VA, P, T3, [(0AT ) 3% + AloBh — AloBRdb] PE) (3.23)

wobei die Koordinatenausdriicke der Zusammenhange mit AL, beziehungsweise Fﬁ bezeichnet wur-
den.

Mit I" haben wir nun eine Projektion jr des Tangentialbindels T auf das Vertikalbiindel 11 zur
Hand. Die umgekehrte Abbildung, das heif3t die Einbettung von 0T in T, existiert dagegen kano-
nisch; sie sei mit i bezeichnet. Es gilt

jpoi=idgn. (3.24)

Es sei nun d die duBere Ableitung auf einer Faser von I1. Da der Tangentialraum an eine solche Faser
zu der Einschrénkung des Vertikalbiindels 611 auf ebendiese Faser isomorph ist, erhalten wir eine
Abbildung dr auf der Algebra der Formen auf N vermdge

df == jrodoir. (3.25)

dr besitzt folgende Eigenschaften:
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Lemma 3.1.7 Esgilt d2 0. Ist dartiberhinaus £ ein Vektorbundel, so sind dr-geschlossene Formen
auf I auch exakt.

Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich aus (3.24) und der Tatsache, dal} d? verschwindet. Die zweite
Eigenschaft ergibt sich aus dem Poincaré-Lemma fiir d, da Abschneidefunktionen, die nur vom Fu-
punkt auf M abhéngig sind, mit der Wirkung von dy vertauschen. Man kann somit tiber einer lokalen
Uberdeckung von M das zu einer geschlossenen Form gehdrige Potential faserweise konstruieren
und die so berechneten Formen mit einer Zerlegung der Eins zusammenfugen. O
Mit dr sind wir nun in der Lage, die multisymplektische Form auf I zu erkléren. Dazu wollen wir be-
nutzen, dal’ Punkte des Legendre-Biindels sich als Linearkombinationen von Elementen der Art a ® w
auffassen lassen, wobei w einen n-Kovektor auf M darstellt, we A"T* M, und a € (VE)* @ T M als
lineare Abbildung zu interpretieren ist.

Definition 3.1.8 Es seien &;, i =1,...,n, Tangentialvektoren auf N und n; beziehungsweise ¢; deren
Projektion auf £ und M. Die n-Form O sei auf den separablen Elementen a® wvon N, a € (BE)*®
TMund w e A"T*M erklart durch

(@f)(u@m (&1,-- ,En)

- nl JF r]cr )) Zo‘ aZc(n)) (3-26)

— wobei die Summe (ber alle Permutationen verlauft — und auf den Gbrigen Elementen durch lineare
Fortsetzung.
Die multisymplektische Form Qpf ist gegeben durch

Qr = —drOr. (3.27)
Man beachte, daR die Definition wohlgestellt ist, da o und w in jedem Argument linear sind.

Bezeichnet man die vermdge I ausgezeichneten vertikalen Basis-Kovektoren in einer Trivialisierung
mit ¢” und ek,

oA =dvA — T} dx!

(3.28)
eh = dph — P (SBOATE + AbodE — BBAL,SR) dx’
so gilt
Of(x,v,p) = o Evn_ 1p,‘ieA/\dx"l A-e AdxUt
OF up) = i Eva-ve 1€ A g ADXYT A= Adx-
= i Ervy OV AD PR AAXE A - AdXYE (3.29)

_ rAd pA/\an_ pl»éa I—BdVA/\dn
= o Ewrvn- LAVAADPA ADXI A - AdXL — (pArAdn X).
Man beachte, da® in Q der A3,-Anteil wegen der Torsionsfreiheit von A verschwindet.

Das Legendre-Biindel M — £ wird auch in den Arbeiten von ECHEVERRIA-ENRIQUEZ et al.
([22]), GUNTHER ([35]) und SARDANASHVILY ([73]) herangezogen. Die beiden letzten Autoren
verwenden auf I die vektorwertigen, kanonischen n-Formen

O=pldAdx®d, O=-dpiddxed, (3.30)
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die sich unter Verwendung eine Zusammenhanges I und des Isomorphismus A"T*M @ TM =
A"1T* M in die angegebenen Formen ©r und Qr uberfiihren lassen. Die Wahl eines Zusammenhan-
ges laBt sich auch in den erwéhnten Arbeiten nicht vermeiden. Sie ist an spaterer Stelle notig bei der
Definition Hamiltonscher Vektorfelder, die flir den hier geschilderten Zugang weiter unten aufgefiihrt
wird. ECHEVERRIA-ENRIQUEZ et al. benutzen dagegen

On = phdvidyx —Hd"x, (3.31)

was sich mit der weiter unten eingefiihrten De Donder-Weyl-Funktion H als Einschréankung und
Ruckzug der kanonischen Form © verstehen IaRt.

3.2 Die kovariante Legendre-Transformation

In der klassischen Mechanik vollzieht sich der Ubergang vom Lagrangeschen Extremalprinzip zu den
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lber die Legendre-Transformation. Darunter versteht man ei-
nerseits die Konstruktion einer Hamiltonfunktion aus einer gegebenen Lagrangedichte, andererseits
aber die Berechnung der kanonisch konjugierten Impulse aus den verallgemeinerten Koordinaten und
Geschwindigkeiten. Geometrisch ist letzteres eine Abbildung vom Tangentialbiindel in das Kotan-
gentialbiindel und wird definiert iber die Taylor-Naherung erster Ordnung in Richtung der Fasern
von J*€ — & der Lagrangedichte L.

Definition 3.2.1 Es sei mit £: J'€ — A"T*M eine Lagrangedichte gegeben. Die zugehorige kova-
riante Legendre-Transformation T L,

FL : 3 s3vTFL(V) € P, (3.32)
ist gegeben durch die affine Abbildung FL(v),

FLV) : JHE oW L(V) + % L(V+e(W—V)), (3.33)

=0

wobei v,w € J1£ sind und der Ausdruck £(w — V) auf die affine Struktur von J1€ Bezug nimmt.

In Koordinaten findet man fir £ = Ld"x die Formel
FL : (VA0 = (X VA, 0L OLyAy, (3.34)

A
v ovio = v Vi

Vi
Dabei sind die Funktionen jeweils an den entsprechenden Argumenten auszuwerten. Ahnlich wie im
Falle der klassischen Mechanik wird man die Beziehung

ph = 2 (x VA V) (3.35)

- A
o

nach den Koordinaten v’l} aufzuldsen suchen, um eine kovariante Version der Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen zu erhalten. Dies ist aber nur mdglich, wenn die Funktion L gewisse Regularitats-
eigenschaften erfillt. In der Literatur ([21]) finden sich folgende Begriffsbildungen.

Definition 3.2.2 Eine Lagrangedichte £ hei3t regul&r oder nicht entartet, wenn die Abbildung

propoFL : J*E = (3.36)

ein lokaler Diffeomorphismus ist und hyper-regulér, wenn sie ein globaler Diffeomorphismus ist.
Dabei ist pr,» die kanonische Projektion im Sinne von (3.12).
Andernfalls hei8t £ singulér.
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3.3 Die De Donder-Weyl-Gleichung als kovariante Hamiltonsche Be-
wegungsgleichung

Im folgenden Abschnitt wird eine kovariante Verallgemeinerung der Hamiltonschen Bewegungsglei-
chungen hergeleitet werden, die (2.15) ersetzen soll. Die Vorgehensweise orientiert sich dabei eng an
dem Beispiel der klassischen Mechanik. Mit Hilfe der Legendre-Transformation und der Definition
einer neuen Funktion — der Hamilton-Funktion — erhdlt man einen Satz neuer Gleichungen, die zu
denen aus dem Variationsprinzip gewonnenen dquivalent sind.

Es sei also ¢ ein Schnitt in &, der die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt, und j1¢ seine Jet-Verlange-
rung. Transportiert man letztere mit der Legendre-Transformation IF' £ nach P, so erhédlt man in indu-
zierten Koordinaten

h(X) = o ("), (3.37)
aL
P(X) =L — o (ite) v L (i), (3.38)
A
wobei natiirlich
d
Vi (it0(0) = = (VA (i%6(0) (3.39)

)G

gilt. Fur reguldre Lagrange-Funktionen ist nun vﬁ ausdrtickbar durch pf\, vA und x*, so daR man fiir
eine bestimmte Kombination der Ableitungen der Multiimpulskomponenten des Schnittes

(x*,9(x), A (X), P(x))

unter Ausnutzung der Euler-Lagrange-Gleichungen erhélt

o .. 8 [
3P0 = 3 (7 (70

(3.40)
oL
= W(Jltb(x))-
Fihrt man nun noch die De Donder-Weyl-Funktion
(X V ﬁ) - L pAXp (X,V, 5) (341)
ein, so ergeben sich die De Donder-Weyl-Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
0 oH
—pK(X) = _—A(Xaq)(x)a ﬁ(x))a
c’)xl1 ov
X o (3.42)
D) = ap 0900, BO0).

Offensichtlich verallgemeinert dieser Satz von Differentialgleichungen die Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen der Mechanik.

Streng genommen ist H keine Funktion, sondern charakterisiert lokal das Bild der Legendre-Trans-
formation als Schnitt in 2 — M. Unter Verwendung eines Zusammenhanges in I lassen sich aber die
Elemente von P, die ja affine Abbildungen darstellen, in einen linearen und einen konstanten Anteil
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zerlegen (s. Anhang A.2). Damit und mit einer Volumenform auf M 146t sich aus # die Funktion
gewinnen. In lokalen Koordinaten findet man

Hr (X, B) = H(x,V, B) — pAT R (X, V). (3.43)

Tragt £ die Struktur eines Vektorbiindels, lohnt es sich, die De Donder-Weylschen Gleichungen (3.42)
fuir Hr aufzuschreiben. In diesem Fall gilt ndmlich fir die Koordinatenfunktionen des Zusammenhan-
ges

() =g (x)Ve, (3.44)
und man erhalt
P00 = — T (600, BX) + PA () 5.k
= —%(x,cb(X), P(x)) + Pg(X) A (3.45)
0 oH
Mq)A(X) = ?P{(Xa¢(x)a ﬁ(X)) - rﬁB ¢B(X).

Bringt man nun die I'-Terme jeweils auf die linke Seite, so zeigt sich, daB in diesem Fall die partiellen

Ableitungen in x-Richtung durch die entsprechenden kovarianten Ableitungen zu I” zu ersetzen sind.

(Fur die Berechnung des Zusammenhanges in P aus einem in £ konsultiere man den Anhang A.3.
Die hier auftretende Summation lber den Index p bewirkt, daf die in der kovarianten Ableitung zu I

nach (A.19) auftretenden Terme mit einem zu wahlenden Zusammenhang A in T M keinen Beitrag

liefern.)

3.4 Hamiltonsche Formen und Multivektorfelder

Eine grundlegende Bedeutung kommt in der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Mechanik
der Beziehung von Hamiltonschen Vektorfeldern und deren Hamiltonfunktion zu. In diesem Ab-
schnitt wollen wir die kovariante Verallgemeinerung dieses Begriffspaares studieren.

Definition 3.4.1 Eine Form h auf P heit Hamiltonsch, wenn es ein Multivektorfeld X, € A*X(P)
gibt, dal3 der Gleichung

XpJ Q = dh (3.46)

genligt. X, heif’t in diesem Falle Hamiltonsches Multivektorfeld zu h.

BEMERKUNGEN. Natirlich kann der Formengrad von h nur Kleiner als n sein, da Q selbst eine
(n+1)-Form ist. Weiter stellt man sofort fest, da zu Hamiltonschen Formen h vom Grade |h| das
korrespondierende Hamiltonsche Multivektorfeld vom Grade n — |h|, also ein (n — |h|)-Vektorfeld
ist, Xy, € A" " %(P). Die Korrespondenz von Hamiltonschen Formen und deren Multivektorfeldern
ist keineswegs bijektiv; wie im Hamiltonschen Formalismus der klassischen Mechanik kann man
auch hier zu einer gegebenen Form h eine geschlossene Form addieren, ohne Gleichung (3.46) zu
verandern.

Neu ist dagegen, dal® durch die Verwendung von Multivektorfeldern auch Xy auf der linken Seite
nicht eindeutig bestimmt ist, es sei denn, daB h eine (n — 1)-Form ist. Ein weiterer, einschneidender
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Unterschied stellt sich heraus, wenn man untersucht, ob es uUberhaupt Paare (h,Xy) gibt, die (3.46)
gentgen. Es sind ndmlich nicht alle Formen h auf der rechten Seite zuldssig. Wir wollen dies an zwei
Klassen von Hamiltonschen Formen im Detail belegen.

Dies gilt natirlich nicht fuir den Spezialfall n = 1; wir hatten im vorangegangenen Abschnitt gese-

hen, daf} dann Q die kanonische 2-Form auf dem doppelt erweiterten Phasenraum der zeitabhdngigen
Hamiltonschen Mechanik ist, und es ergeben sich keine Einschrédnkungen an erlaubte Funktionen h.
Wir wollen im folgenden also immer n > 1 voraussetzen.
Die Aussage des folgenden Satzes wurde zunéchst unter Benutzung eines Zusammenhanges in £
fiir pr.n-horizontale! Formen auf M angegeben ([38]), ein ausfiihrlicher Beweis findet sich in [63].
Wir wollen jedoch konsequent eine derartige Zusatzstruktur vermeiden und formulieren die folgende
Aussage deshalb gleich auf dem erweiterten multisymplektischen Phasenraum P.

Satz 3.4.2 Jede pr.p-horizontale Hamiltonsche r-Form, r > 0, h € Q"(P) nimmt in lokalen Koordi-
naten von P die folgende Gestalt an:

Ag---A n—r
h(X7V’ ﬁ’ (n r)l %p ukh le p)kl‘lkJrl * dul“'unfrxﬁ (347)

wobei die Koeffizientenfunktionen h?l At Hn—r antisymmetrisch in ihren Indizes sind.

Die Komponenten einer solchen r-Form sind also spezielle Polynome (n —r)-ten Grades in den Ko-
ordinaten ph.

BEwEIS: Berechnet man in einem lokalen Koordinatensystem die durch die definierende Gleichung
(3.46) eindeutig festgelegten Koeffizienten eines Hamiltonschen Multivektorfeldes Xy, so ergeben
sich Bedingungen an die pg-Ableitungen der Koeffizientenfunktionen von h, die zu der oben angege-
benen Gestalt fiihren.

Konkret verwenden wir fiir ein allgemeines Multivektorfeld X den Ansatz?

X = XAM “Hn—r— 10A5p1 aun L

Xul Hn- rau a|Jn7r (n—r=1)! r Ht
VH1Hn—r—1 A U1---Hn_r_1 (348)
+ (n—r=1)! r ! X aV aul e a|J~n—r—1 + (n=r=1)! r ! X aa“ a|J~n—r—1 +ee

(nr

wobei die Punkte fiir die ausgelassenen Komponenten stehen, die wegen der speziellen Gestalt von
Q nicht durch h bestimmt werden.
Horizontale Hamiltonsche r-Formen h kdnnen wir lokal schreiben als

h == "Hn-1 dul...unilx. (349)

Aus der definierenden Gleichung (3.46) folgen unter anderem die Bedingungen

1T s AP ApP1---P
((n r— X v 1“EVUl"'lJn—r—lUl'"Ur — - r a hPEn- rSpl *Pn—r01---Or (350)

(Die restlichen Bedingungen schréanken nur die Koeffizienten von X ein, nicht aber die von h. Wir
werden deshalb ihre Behandlung hier nicht auffiihren.)

Die linke Seite von (3.50) verschwindet aber, wenn p mit einem der Indizes {03,...,0,} Uberein-
stimmt. Demnach kann also die Koeffizientenfunktion hPtf»—r von h nur solche p} enthalten, fur die

IDarunter versteht man den Unterraum derjenigen Formen, die in jedem Punkt auf allen Tangentialvektoren aus dem
Kern der angegebenen Projektion verschwinden.
2Fiir die Schreibweise lokaler Ausdriicke siehe die Vereinbarung (3.5).
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vin{pi,...,Pn—r} enthalten ist.

Weiter ist X_1 Q eine geschlossene Form, woraus man Forderungen an die Koeffizienten von X erhélt,
die sich auf h tibertragen lassen. Da die Komponente mit zwei Anteilen der Art dp} nur auf eine
Weise in d(X_ Q) entstehen kann, findet man inshesondere

0= 4 oty @XB Y rte v iprep A PADPRAXPE - dXPr (3.51)

Differenziert man nun die aus (3.50) folgende Gleichung (es wird nicht Uiber a; summiert!)
0, hOr O = (— 1) A% O (3.52)
nach pa!, so ergibt sich (wieder wird nicht tiber o7 summiert!)
0,05 hor 0o = (—1)"="~1g8 X A0z Onr, (3.53)
Aus Gleichung (3.51) folgt aber

0= (nTlfl)!agXAGZNGH#8“102~~~0n7r01I12~"ur’ 01 ¢ {Ula e ,llr}- (3.54)

Es verschwindet also die linke Seite von (3.53), woraus die behauptete p,‘i—Abhéngigkeit gefolgert
werden kann. O

Fur die Hamiltonschen Funktionen, d.h. fiir die Formen vom Grade 0, ergeben sich keine Bedin-
gungen.

Den folgenden Satz bendtigen wir spéter fir die Einbettung der von KANATCHIKOV gefundenen
Gerstenhaber-Struktur in die allgemeine Formulierung.

Satz 3.4.3 Jede pr»-horizontale Hamiltonsche Form h € Q"(P) mit r > 0 Iagt sich als Ruickzug
einer Form h von M mit der kanonischen Projektion darstellen,

h = (prnp)*h. (3.55)

Jedes zu h assoziierte Hamiltonsche Multivektorfeld Xy, ist dartiberhinaus auf I projizierbar und es
gilt

(TPrap)Xnd Qf =drh (3.56)

fiir jeden Zusammenhang® I : £ — J&. _
Genuigen umgekehrt eine horizontale Form h auf M und X ein Multivektorfeld auf M der Gleichung

X1 QF = dzh, (3.57)
so ist pr#,h eine Hamiltonsche Form auf 7.
BEwEIS. Die erste Aussage erhdlt man aus der Beobachtung, dal? die rechte Seite von (3.46) fiir

horizontale Hamiltonsche Formen hdchstens einen nicht-horizontalen Formenanteil besitzen kann.
Bei der Kontraktion des rein horizontalen Anteils des zugehérigen Hamiltonschen Multivektorfeldes

3Fir die Definition von Qr, dr vergleiche Abschnitt 3.1.
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Xn mit Q auf der linken Seite der Gleichung entsteht jedoch ein Term, der dvA A d p/‘i/\ .- enthalt —
dieser muR also verschwinden. Es folgt

Xkobher =0 Vp=1,...,n. (3.58)

Demnach ist X, vertikal, und es folgt, dal in der Kontraktion von X, mit Q kein Anteil der Form
dpA--- auftreten kann. Ein solcher wiirde sich aber ergeben, wenn die Koeffizientenfunktionen von
h von der Koordinate p abhangen wirden. Folglich ist h als Riickzug einer horizontalen Form auf I
darstellbar.

Dies zieht nach sich, daB die Koeffizientenfunktionen von X}, auch keine Funktion der Koordinate p
sein konnen. Damit ist jedes X, auf I projizierbar. Bei der Projektion geht die Komponente
7 IR (3.59)

(nrl

verloren. Diese ist jedoch in der Kontraktion mit Q gerade mit dem Anteil von dh, der horizontal ist,
gleichzusetzen. In dr-h tritt dieser Anteil aber nicht auf. Ein Vergleich der tibrigen Komponentenbei-
trage zeigt, dalk T pr, die angegebene Glelchung erfillt.

Zum Beweis der letzten Aussage seien h und X wie im Satz gegeben. Wir konstruieren nun ein Hamil-
tonsches Multlvektorfeld X auf P, das zu pr ,h gehort. Vergleicht man dazu pr#., (d=h) mit d(pr%,,h)
— wobei iiberall ¢* und eA durch dv* beziehungsweise dpA zu ersetzen sind, denn die einen treten
in Qr, die anderen in Q auf — so liegt der einzige Unterschied in den x"-Ableitungen der &uReren
Ableitung d auf P. Diese ergeben einen Zusatzbeitrag in d(pr;,h), der sich durch die Kontraktion
von

XM 100y, -0y (3.60)

mit dem Anteil dpd"x in Q kompensieren laRt. Die {brigen Bestimmungsgleichungen lassen sich
Ubertragen, und die rein horizontale Komponente (in einem gewahlten Koordinatensystem) muf ver-
schwinden, da pr;pﬁ nicht von p abhéngt. Diese lokale Argumentation ergibt ein globales Multivek-
torfeld X, wenn X global gegeben war. O
BEMERKUNG. Die Gleichung

Xhat Qr =drh (361)

ist der Ausgangspunkt der Arbeiten von KANATCHIKOV ([38, 39]). Die Konstruktion der verwende-
ten Elemente verlangte jedoch die Auszeichnung eines Zusammenhanges in &, vgl. Abschnitt 3.1 und
[64]. Mativation war — wie in Kapitel 4 naher ausgefiihrt wird — den Defekt in der Jacobi-ldentitét
einer naiv definierten Poisson-Lie-Klammer zu beseitigen. Uberraschenderweise zeigte sich, daR die
Konstruktion der Klammer am Ende nicht von I abhéangt. Dies und die Ausfiihrungen in Abschnitt
(3.6), in dem wir spezielle Hamiltonsche 0-Formen verwenden werden, die nicht Riickzug einer Funk-
tion auf N sind, zeigt, dal der erweiterte multisymplektische Phasenraum das angemessenere Objekt
ist.

Natiirlich kann man diese Analyse auf beliebige Formen ausdehnen, jedoch sind diese flir das
weitere nicht von Interesse. Vielmehr wollen wir als zweites Beispiel gewisse Hamiltonsche Formen
vom Grade (n— 1) untersuchen.

Satz 3.4.4 Essei h € Q"1(P) eine Hamiltonsche (n — 1)-Form, n > 1. Verschwindet die Kontraktion
von h mit jedem beliebigen Multivektorfeld aus dem Kern von Q, so ist das eindeutig existierende
zugehdrige Hamiltonsche Vektorfeld &, sowohl auf M als auch auf £ projizierbar.
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BEMERKUNGEN. Das Resultat der Projektion auf £ derartiger Vektorfelder 4Rt sich als infinitesi-

male Symmetrietransformation auf £, die eine Transformation auf M (berlagert, interpretieren. Im

folgenden Abschnitt wird dargelegt, daf sich derartige Vektorfelder auf £ kanonisch auf P heben

lassen.

Die Aussage des Satzes gilt nicht im Fall n = 1: dort fallen die (n — 1)-Formen mit den Funktionen

zusammen, an die wiederum keine einschréankenden Bedingungen formuliert werden konnen.

Die spezielle Form des Kerns der betrachteten Hamiltonschen Formen wird im néchsten Kapitel bei

der Definition einer Poisson-Lie-Klammer eine wichtige Rolle spielen.

BEWEIS DES SATZES. Die explizite Berechnung der Koeffizienten von X;, in einem gewahlten Koor-

dinatensystem fiihrt wieder auf Beziehungen zwischen den Komponenten von h, die das Verschwin-

den der relevanten, vertikalen Ableitungen der horizontalen Anteile von &}, nach sich ziehen. Damit

ist &, projizierbar entlang der jeweiligen Faser (liber £ oder M), denn das Ergebnis der Projektion

hangt nicht vom FulRpunkt in der Faser ab.

Der allgemeinste Ansatz fur h,

h= adyx+ 3B 2dvAdy X + 3B d pRayu, X + 3B Py, X+ 3YH12dVA d PR dypyp X,

(3.62)

mit Koeffizientenfunktionen o, Ba"#2, BAHH2 BHk2 und yHk2, filhrt bei Auswertung der definierenden
Relation &1 Q = dh zunéchst auf

0aBs"" = 0gBA"™", (3.63)
oHEEH? = 9BpL™, (3.64)
OB = appHe, (3.65)
OBAMH = 0B, (3.66)

fur alle erlaubten Indexkombinationen, da Q keine Beitrage der Form dvAdvBd,x und dpj}dpgd,x
enthalt. Weiter erhalt man

0 =ogy'h = aéyum = OayHih2, (3.67)

wieder weil in &1 Q bestimmt Anteile von dh von vornherein nicht auftreten.
Setzt man nun den allgemeinsten Ansatz fir &y,

&h = XHOy 4+ &R0a + &R0 +&00 (3.68)

in die Gleichung (3.46) ein, so fiihrt ein Vergleich der Koeffizienten vor d p}dvBdy,,,x auf

1
5@5“8\;“01...0”_2 = E (aéBBplp2 - aBBCplpz) 8p1p201~~~crn_2
(3.69)

1
+ apyupSVllGl"'Unfz + Eavyuluzsl»lll»lzol'"ﬂn—r
Fur A # B erhélt man damit

aCBBplpz . aBBCplpz +...=0, A 75 B, (3.70)



30 3. MULTISYMPLEKTISCHE GEOMETRIE

wobei die Auslassungspunkte fiir die Terme stehen, die y enthalten. Diese hangen nur von den Koor-
dinaten x* ab. Differenziert man nun die Gleichung (3.69) fiir A = B nach v©, so folgt fiir A £ C

1 A AP1P2
aCEHSVpclmcn,z = 5 (aCav BBplpz - aCaBBv ) splpzcl-uon,z

1
= E (aBaéBCplpz - aCaBBéplpz) 8p1p201-~~0'n_2

1
=3 (aBacBXplpz - acasBéplpz) €010201--0n_s
=0.

(3.71)

In der zweiten Zeile wurde (3.63) verwendet, im anschlieRenden Schritt die nach vB differenzierte
Gleichung (3.70).
Ebenso erhdlt man

OCE“Svpol-.-on,z =0 (3.72)

und, mit einem dhnlichen Rechenweg,

aEUEVHGr"anz = (OOCBAplpZ - aaABép“h) €p1p201-++0n_2

(9n02B12 — 40AB") £p1p01-01 (3.73)

O NIFRLNF

Zusammenfassend halten wir also fest, daR die Koeffizientenfunktionen &* von &, nur von der Koor-
dinate auf M abhdngen. Damit ist &}, auf M projizierbar.
Gleichheit der Koeffizienten zu dpyxd,x zieht

—EAS) = dbat — 9, (3.74)
nach sich. Fir g # v gilt demnach
opat =0,B0", v, (3.75)
und man berechnet analog zur vorherigen Argumentationskette
92eM = 0Balat — 92apBL"  (keine Summation tber p!)
= aBapat — 949,p5""
= 050/ a" — 9p05a"
=0.

(3.76)

Es bleibt, die Abhingigkeit der Koeffizientenfunktion &A von der Koordinate p zu untersuchen. Dazu
betrachten wir das Ergebnis des &"d,-Anteils von &, mit dem Anteil dp A d"x von Q und vergleichen
dies mit dem entsprechenden Anteil von dh auf der rechten Seite. Man erhalt

&'dpd,x = dotd pdyx — 9o d pd,x. (3.77)

Wir wissen aber bereits, daf® £ nicht von p} abhéngt, also ergibt die Differentiation beider Seiten in
diese Richtung

0 = 05 atdpdyx — dg0)B" d pd,x
_9 (ac\a“d pdX — 3sB5°dp dux) (3.78)
= —0(E%).
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Im ersten Schritt haben wir (3.65) benutzt und danach (3.74). &, 146t sich folglich auch auf £ proji-
zieren. O

3.5 Kovariante Impulsabbildungen

Besondere Bedeutung kommt bei der Formulierung einer Feldtheorie denjenigen Diffeomorphismen
des Faserbiindels £ zu, die einen Diffeomorphismus auf M (berlagern. Es existiert nun eine kano-
nische Weise, diese Transformationen nach P zu heben ([32]). Es sei dazu ng : £ — £ ein solcher
Diffeomorphismus, N : M — M seine Projektion auf M. Weiter sei n ¢ - J1& — J1€ die erste
Jet-Verlangerung von ng, definiert Giber

Nate(Jm®) = ity (m) (N0 D) (3.79)

Die Transformation np sei nun fir jedes p € P gegeben durch die Abbildung

Np(P): (3°€),,) 2V (030" (P (W) €T (M. (3.80)

Unter Verwendung des Isomorphismus @, (3.17), der zwischen Z und P vermittelt, 1aBt sich die np
nach Z transportieren. Die so gewonnene Abbildung n = erfillt die einfache Gleichung

nz(2) = (ng)" (). (3.81)

Die Forderung, daB ng auf M projizierbar sein muB, ist hier versteckt: ohne sie wére das Bild n z(z)
nicht mehr automatisch in Z.

Lemma 3.5.1 ([32], prop.4.2) Mit dem Isomorphismus @ aus Satz 3.1.4 gilt flir die entsprechenden
Hebungen np bzw. n z beliebiger Bundeldiffeomorphismen n¢ auf £

donz=npod. (3.82)

BEWEIS. Es sei z € (Z)y und v € (J1€)y. Man berechnet unter Verwendung der Definitionen und der
Interpretation der Elemente von (J*&)y als Abbildungen von T M nach T,E (M = preV)

()" (2@ (n72®))

(Na)” (@) (TngtovoTnam))

= (n31)" ((Tnz*evoTnm)"2) (3.83)
(nam)

(N7 (®(2))) (V) =
0

Es sei weiter £¢ = (&*,&") der lokale Ausdruck fiir eine infinitesimale Transformation auf &£, die
sich nach M projizieren laRt. Hebt man die zugehdrige FluRabbildung mit der eben geschilderten
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Methode nach P, so ergibt sich dort ein Vektorfeld &», das in Koordinaten die folgende Gestalt
annimmt ([32], Gleichung (4B.10)):

E.P = (EU, EAa - pa\) Ev - p\éa\)EBa pxa\)zIJ - pléaAE-B - p,li\a\) EV) (384)

Die auf diese Weise gehobenen Vektorfelder lassen sich nach dem folgenden Satz (s. [32], ch. 4C) als
spezielle kovariante kanonische Transformationen deuten.

Satz 3.5.2 Essei {p € X(P) die Hebung eines auf M projizierbaren Vektorfeldes auf £. Dann gilt
Le,©=0, (3.85)

wobei Lg,, die Lie-Ableitung in Richtung &» bezeichne. Mit anderen Worten, & ist das eindeutige
Hamiltonsche Vektorfeld zu der Hamiltonschen (n —1)-Form

I(Ep)=¢&p_0. (3.86)
BEwEIS. Wir benutzen die Beziehung (3.81) und die Definition von ©, um fiir alle np zu zeigen
(np)*©@=0. (3.87)
Man berechnet also fiir ein beliebiges n-Vektorfeld ¢ in einem Punkt p = ®(z) auf P

(NP) o) (0) = Oan2(Tr L)

=Nz(2) (Tprer TNp ()
=z(Tnz' Tprer TNp Q) (3.88)
=2z(Tprer Q)
= OCD(Z) (Z)a
wobei wir
Nz oPlepoNp = Plep (3.89)

benutzt haben.
Um den Beweis abzuschlieBen, betrachtet man nun die 1-Parametergruppe von FluRabbildungen zu
&p und erhdlt die Behauptung durch Differentiation von (3.87) nach dem Entwicklungsparameter. [

Mit der bereits vorgestellten kovarianten Legendre-Transformation £ kann man nun die Aktion
eines Diffeomorphismus ng nach dem Bild FL(J'€) in P heben. Es ergibt sich daraus die Frage,
wann dieser Weg zum gleichen Resultat wie der kanonische flihrt. Dies stellt Bedingungen an die
Lagrange-Dichte L.

Definition 3.5.3 Es sei G eine Untergruppe von Aut(£), der Gruppe der Bindeldiffeomorphismen
von &. Eine Lagrangedichte £ auf J1& heiRt G-aquivariant, wenn fiir alle ng € G, deren Projektion
N auf M und deren erste Jet-Verlangerung ny.¢ gilt

*

L (nge (V) = (N3 £(V). (3.90)
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Lemma 3.5.4 Es sei £ eine G-aquivariante Lagrange-Dichte. Dann stimmt die mit der Legendre-
Transformation IF.£ nach transportierte G-Aktion mit der auf 72 kanonisch gehobenen uberein,

NpoFL=TFLoNyg (3.91)

fur alle ng in G.

BEWEIS. Esseienm e M, v € (€),,, V,W € (316)\/ und p = TFL(v). Weiter sei j fUr jedes ngeg auf
dem Bild der kovarianten Legendre-Transformation definiert durch
ﬁOFﬁzFﬁon:}lg. (392)

Mit der Definition von IFL als Faserableitung berechnet man nun (Additions- und Subtraktionszei-
chen stehen kurz fiir die affinen Operationen)

L (PLE) (Ve (W) = FL (13:6(9) (ngee ()
=L (@) + | L@ +epe®) —nye@)

x .- d ¥ - o
= (D) L@+ | (3D L@+ eE-9) (3.93)
= (Np)" ELEV)(W))
=Np (FLV)) (N3:£(W)) -
Fur die letzte Zeile haben wir die Definition (3.80) herangezogen. a

3.6 Korrespondenz von Multivektorfeldern und Losungen der Feld-
gleichungen

3.6.1 Multivektorfelder und Distributionen

In der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Mechanik, an der wir uns orientieren wollen,
existiert durch die kanonische symplektische Form zu jeder Funktion h auf dem Phasenraum genau
ein Vektorfeld, dessen Integralkurven die Losungen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen zu h
darstellen.

In einer Feldtheorie sind die Lésungen der De Donder-Weylschen Gleichungen keine Kurven,
sondern hoherdimensionale Untermannigfaltigkeiten des Faserblindels der Theorie. Diese werden
durch sogenannte glatte Distributionen beschrieben. Andererseits tauchen in Gleichung (3.46), die
die Entsprechung von Hamiltonfunktion und Hamiltonschem Vektorfeld der Mechanik ersetzen soll,
auf natiirliche Weise Multivektorfelder, d.h. Linearkombinationen antisymmetrischer Tensorprodukte
von Vektorfeldern, auf. Es ist demnach zu untersuchen, inwiefern derartige Multivektorfelder und die
erwahnten glatten Distributionen in Beziehung zueinander stehen, und ob die Hamiltonschen Multi-
vektorfelder auf diese Weise Losungen der De Donder-Weyl-Gleichungen beschreiben.

Die Theorie der glatten Distributionen, insbesondere deren Integrabilitdt — die die Briicke zu
Untermannigfaltigkeiten und Foliationen bildet — ist gut bekannt und findet sich zum Beispiel in [49].
Es sollen an dieser Stelle nur die wichtigsten Begriffe der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt werden.
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Sei M eine Mannigfaltigkeit und Xoc(M) die Menge der (glatten) lokalen Vektorfelder auf ihr.
Hat man fiir jeden Punkt x € M einen Unterraum Ey € Ty M des Tangentialraumes an x gegeben,
so beschreibt die disjunkte Vereinigung E = Uy Ex €ine Distribution E. Es sei Xg die Teilmenge
derjenigen lokalen Vektorfelder, die an jedem Punkt x Werte in Eyx annehmen,

Xg = {X € Xjoc(M) | X(X) € Ey, falls x im Definitionsbereich von X liegt.}. (3.94)

Spannt Xg in jedem Punkt die Distribution E auf, so heif3t E glatte Distribution. Eine Integralmannig-
faltigkeit einer glatten Distribution E auf M ist eine Untermannigfaltigkeit A" C M, die Ty N = Ex
fir alle x € AV erfiillt. A heilt maximale Integralmannigfaltigkeit, wenn A in keiner Integralman-
nigfaltigkeit echt enthalten ist. Eine Distribution E ist integrabel, wenn jeder Punkt von M in einer
(maximalen) Integralmannigfaltigkeit enthalten ist. Die Menge aller dieser (eindeutig existierenden)
maximalen Integralmannigfaltigkeiten heilt dann von E induzierte Foliation von M. Die Elemente
der Foliation heiRBen deren Bléatter. Es gilt nun, dal? der FluR zu jedem X € Xg immer innerhalb eines
Blattes bleibt. Die umgekehrte Frage, ob die Flisse zu allen X € Xg gemeinsam Untermannigfal-
tigkeiten definieren, fuihrt auf die Betrachtung der Lie-Klammer aller dieser lokalen Vektorfelder X
untereinander.

Eine Teilmenge V C X|oc (M) istin Involution, wenn fiir alle lokalen Vektorfelder X,Y €V der Kom-
mutator [X,Y] — definiert auf dem Durchschnitt der Definitionsbereiche von X und Y — wieder in V
liegt. Ist eine Untermenge V C Xoc (M) in Involution, so spannen die Elemente von V in jedem Punkt
von M eine integrable Distribution E (V) auf, wenn die Dimension von E (V) entlang der FluRlinien
aller Elemente von V konstant ist ([49], 3.25). Offensichtlich ist diese Bedingung erfillt, wenn die so
aufgespannte Distribution in jedem Punkt von M einen Unterraum konstanter Dimension auszeich-
net.

Wenden wir uns wieder den (lokalen) Multivektorfeldern (iber einer Mannigfaltigkeit M zu. Die
folgende Beobachtung, die sich auch in [23] findet, klart, inwiefern Multivektoren — also das Bild
X (x) eines Multivektorfeldes X in einem Punkt x von M — Unterrdume des Tangentialraumes von
M beschreiben. Zur Illustration betrachte man die Abbildung 3.6.1.

Lemma 3.6.1 SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R oder C. Zu einem gegebenen Y € AV,
k <dimV existieren genau dann k linear unabhéngige Vektoren {Y;}i—1 . x ausV, die allesamt

YAYi=0 (3.95)
erfullen, wenn'Y zerlegbar ist, d.h. wenn es sich schreiben 1a%t als
Y =21N---NZ, Zi €V. (3.96)

Y ist dann ein Vielfaches des Tensorproduktes aller Y;, und die lineare Hdille aller Z; ist gleich der
linearen Hille aller ;.

BEWEIS. Ist Y zerlegbar, so erfiillen die Vektoren Z; von (3.96) wegen der Antisymmetrie von A
natiirlich die Bedingung (3.95). Seien umgekehrt k linear unabhdngige Vektoren Y; gegeben, die (3.95)
erfillen. Ergénzt man {Y;}i=1 __k zu einer Basis von V durch Hinzunahme von Vektoren ej, so laRkt
sich Y schreiben als Linearkombination der induzierten Basis von AV,

k - P .
Y = Zx > > YRR A AYG Al A AR (3.97)
r=Lip-Ir joJk-r
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mit Koeffizienten Yril"'i’jl'"j"**. Da die gegebenen k Vektoren Y; linear unabhéngig sind, gilt Yy A--- A
Yy # 0, andererseits aber wegen (3.95)

0=XAYiy A---AY;, Vr<k, ij=1,... k. (3.98)

Sukzessives Auswerten dieser Gleichung, beginnend mit r = k, zeigt das Verschwinden aller Koeffi-
zienten Y;+ " mit r < k. Es bleibt lediglich der Anteil mit Y2, und wir erhalten die gesuchte
Zerlegung.

Ist Z ein von {Y;}i=1,. x linear unabhéngiger Vektor, so gilt

ZAYi A+ AYy #£0. (3.99)

Demnach kann Z nicht (3.95) geniligen. Damit ist die Zerlegung bis auf Bildung von Linearkombina-
tionen eindeutig. O
Im Falle k = n— 1 ergibt sich eine besondere Situation. Bekanntermalen 4Bt sich jede Hyperflache
eines n-dimensionalen Vektorraumes mithilfe eines Skalarproduktes g durch Angabe desjenigen Vek-
tors (genauer Strahls), der senkrecht auf allen Vektoren der Hyperflache steht, charakterisieren. Nun
1aRt sich aber das gewdhlte Skalarprodukt g unter Verwendung der zu ihm (und einer Orientierung)
gehorenden Hodge-x-Operation in folgender Weise ausdriicken (€,n € V):

g(&,n) == “((+x€)An). (3.100)

Ist somit ein (n — 1)-Multivektor X gegeben, so findet man sicher n — 1 Vektoren n;, die auf § = xX
senkrecht stehen. Diese erfiillen aber nach obiger Gleichung die Bedingung (3.95) und stellen deshalb
eine Zerlegung von X dar.

Abbildung 3.1: Die mit dem Schnitt ¢ gehobenen Vektoren € und €, spannen den Tan-
gentialraum an einem Punkt auf. Beide Vektoren kdnnen zu einem 2-Vektor € A €y kom-
biniert werden, der diesen Tangentialraum alternativ beschreibt.

3.6.2 Zerlegung Hamiltonscher n-Vektorfelder

Es sei jetzt wieder M die n-dimensionale Basismannigfaltigkeit des Faserbilindels £ einer Feldtheorie.

Nach der Beobachtung des vorangegangenen Abschnittes ist zu untersuchen, ob Hamiltonsche
Multivektorfelder zerlegbar sind. Dabei wollen wir das Augenmerk natiirlich auf Ldsungen der De
Donder-Weylschen Bewegungsgleichungen richten, die n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von
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P, dem zu & assoziierten erweiterten multisymplektischen Phasenraum, beschreiben. Die uns inter-
essierenden Distributionen haben somit in jedem Punkt von £ die Dimension n, weshalb wir die Zer-
legbarkeit Hamiltonscher n-Vektoren zu untersuchen haben. Uber die Zerlegbarkeit hinaus miissen
wir berticksichtigen, daR Schnitte in 7P und also insbesondere Ldsungen der Feldgleichungen pr ,,»-
transversal sind. Fiir beliebige (lokale) Schnitte 11: M — P muR ndmlich gelten

TprupoTTi=Tidp,, (3.101)

woraus folgt, dal’ die Projektion auf M einer integrablen Distribution auf P, deren Bléatter Schnitte
in P — M beschreiben, fur alle Punkte in P den entsprechenden Tangentialraum an M ausschopft.

Der folgende Satz ([65]) untersucht zum einen die Frage, ob zu gegebener Hamiltonscher Funk-
tion h —denn diese kommen nach Dimensionsabzahlung in (3.46) gerade in Betracht — ein zerlegbares
Hamiltonsches n-Vektorfeld X;, gefunden werden kann, und zum anderen, ob die Vereinigung der
Tangentialrdume an einen Schnitt Tt € I'(P), der die De Donder-Weylschen Gleichungen 16st, ein
Hamiltonsches n-Vektorfeld auf diesem Schnitt definiert. Alle folgenden Uberlegungen sind als lokale
Aussagen aufzufassen, das heil’t als giiltig innerhalb einer lokalen Trivialisierung des Biindels £ (iber
M.

Satz 3.6.2

1. Essei h € C*(P) eine Funktion auf dem erweiterten multisymplektischen Phasenraum von der
speziellen Gestalt

h(X,V, ﬁa p) = _H(X7V7 ﬁ) - p. (3102)

Dann existiert lokal ein zugehdriges zerlegbares Hamiltonsches n-Vektorfeld X, das eine pr . »-
transversale Distribution beschreibt.

2. Essei te I'(P) eine (lokale) Losung der De Donder-Weyl-Gleichungen zur De Donder-Weyl-
Hamiltonfunktion . Dann beschreibt der Tangentialraum an Ttin jedem Punkt 1¢(X), X € M,
einen Hamiltonschen n-Vektor zu der Funktion hin (3.102).

BEMERKUNG. Die p-Koordinate in (3.102) ist die vertikale Koordinate des affinen Bilindels P — I,
weshalb die angegebene Gestalt koordinatenunabhéngig ist. In einer invarianten Formulierung hatte
man das vertikale Vektorfeld zu verwenden, welches aus der Aktion des (fiir orientierbare Mannigfal-
tigkeiten M trivialen) zu P — I assoziierten Geradenbiindels resultiert. Dieses mufl nach Anwen-
dung auf h die konstante Funktion 1 auf P ergeben. Die Konstruktion im Beweis wird auch andere
Funktionen h zulassen, es darf nur nirgendwo die Ableitung von h nach p verschwinden. Insbeson-
dere sind also auch solche Funktionen der Form h(x,v, f, p) = H(X,V, f) + p zuldssig. Diese spielen
aber im weiteren keine Rolle.
Die spezielle p-Abhéngigkeit ist nicht so ungewdhnlich, schon in der zeitabhdngigen Hamiltonschen
Mechanik muf} eine gegebene Hamilton-Funktion um diesen additiven Beitrag erweitert werden, will
man die richtige Zeitentwicklung durch Poisson-Klammern beschreiben ([54]).
BEWEIS DES SATZES. Die definierende Relation (3.46) bedeutet fir den allgemeinen Ansatz*

X = %le"'v”a\,l . avn + ﬁXA\)l”.Vn,laAa\)l . avnil

+ ﬁX'&;vl...vnflaéavl .. avn_l + rll)!xa)l...vn_laavl . aVn_l (3.103)
+ ﬁXﬁBVl"'V“*zaéagavl -+-0y, , + Terme hoherer vertikaler Ordnung

4Fir die Kurzschreibweise der partiellen Ableitungen konsultiere man (3.5).
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(die nicht explizit angegebenen Terme von X tragen zur Kontraktion mit Q nicht bei und bleiben von
vornherein unbestimmt) fur die Koeffizienten

_nn Vi--Vn-1
aAh_ l )(IJ " gu\)l “Vn_19

aAh — _((n 11 XAV1 “Vn— ISUVI V19 (3 104)
a“h = 1 XOIAV:l Vn 280’\)1 \)n 2“ ( XV:l Vn 18\)1”.\)”_1“, .
ah - (ﬂ]irﬁxvl VnS\)l‘..\)n.
Gesucht werden n linear unabhéngige Vektorfelder 7,
Zy = (Zy) 0y + (Zy) 0 + (Z,) R0 + (Zy)oo, (3.105)

deren antisymmetrisches Tensorprodukt Y = Z1 A -+ A Z, ein nach (3.104) zuldssiges Hamiltonsches
Vektorfeld X zu h ergibt. Explizite Berechnung von'Y fiihrt auf

Y == Zl/\"'/\Zn
e (Yl)ul . (Yn)unsul Unaxl . .axn

n z DMLz Zl)vl---(/ZHW---(Zn)V”GAavl---avu---avn

n

+ 3 (~DMHZ)R(Z0) " Z) %+ (20) 00300, -0, - D, (3.106)
=1

+ 3 DM (Z0A20)E - (2)NZWD)

p<v

(Zl)pl"'(zu)p“"'(Zv)p""‘(Zn)pnacByaAapl"‘5[;1"‘6/[)\"‘

v

Jp

n

+ Terme hoherer Ordnung,

wobei an offensichtlichen Stellen das Tensorsymbol A unterdriickt wurde und ein Dach tber einem
Symbol die Auslassung des jeweiligen Symbols bedeutet. Koeffizientenvergleich mit (3.103) erzwingt
unter Benutzung der letzten Gleichung in (3.104)

(Zo)M - (Zn) ey, = SXP g, = (=1)"Hoh = (=1)". (3.107)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit des Ansatzes (3.105) kdnnen wir also (Z,)” = —&) annehmen.
Verschwindet dagegen die p-Ableitung von h in einem Punkt, so kann nach obiger Gleichung die
Projektion der n Vektorfelder Z,, auf M nicht mehr linear unabhéngig sein.

Durch weiteren Koeffizientenvergleich von X und Y erhdlt man

n —
X ey o= S (CDFHZ)AZ) - Z)T e (Z0) v
p=1

N (3.108)
R e = Y (DHZ)R(Z0) e (Z0) %+ (Z0) By v
=1
und mit der speziellen Wahl fir die (Z,)" ergibt sich
aéh = o1 1 XAVl n- Eyp vy 1p = (ZP)A
OVL-Vn_1 0 (3.109)
—0ph = (n—l)!xA €vivp1p = (ZP)A'
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Die diagonale Wahl fiir die Koeffizienten (Z,)},
(Zu)a = —1£0,0ah, (3.110)

Iost das untere System von Bedingungen in (3.109). Man beachte, dal} diese Wahl keinesfalls ein-
deutig ist, denn (3.104) verfiigt nur Uber die Summe der Diagonalelemente (Zu),‘i. Inshbesondere die
Koeffizienten mit | # v bleiben frei wahlbar.

Es bleibt, die Komponenten (Z,)o zu bestimmen, aber diese werden durch die Fixierung der Gbri-
gen Koeffizienten nach der vorletzten Bedingung in (3.104) bereits eindeutig festgelegt. Es ergibt
sich

O = — 2 XSV 20 v on— X vy
= —(ZWANZIA = @)NZIR) = Zu)o (3.111)

= ((Zy"0ah+0Gh (Zy)R)) — (Zy)o
fir alle Festlegungen fiir (Z,), und fir die spezielle Losung (3.110)
(Zy)o = —0uh — 123} hdah. (3.112)

Die auf diese Weise lokal konstruierten Vektoren Z,, sind wegen (3.107) linear unabhéngig, wasY # 0
nach sich zieht. Da die Koeffizienten von Y aber alle Bedingungen von (3.104) erfillen, ist Y ein
Hamiltonsches n-Vektorfeld zu h. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Wenden wir uns nun der zweiten Aussage zu. Nach den Ausfihrungen in Abschnitt 3.2 wissen
wir, daB jede Losung Ttder De Donder-Weyl-Gleichungen in lokalen Koordinaten von folgender Ge-
stalt ist

T () o (0, 0 (0, T (), — (%, 9 (x), T (). (3.113)

Ist ein Vektorfeld Z Bestandteil einer Zerlegung eines Hamiltonschen n-Vektorfeldes X, so gilt nach
der Beobachtung 3.6.1

Zidh=(XyAZ)J Q=0. (3.114)

Die Tangentialvektoren eines Schnittes 1T lassen sich also hochstens zu solchen Hamiltonschen n-
Vektorfeldern zusammensetzen, deren Hamilton-Funktion (die ja eindeutig bis auf eine Konstante
ist) auf Ttkonstant sind. Anhand der speziellen Form (3.113) sieht man, dal3 die Funktion h, definiert
nach (3.102), auf Ttsogar verschwindet.
Betrachtet man die Hebungen Z, der Koordinatenvektorfelder 9, auf M vermége Tt
Z, = 0,4 0,0"0a 4 0,100 — [0y H + OaHI " + 05H, 10 (3.115)
= 0y + 03 HOA + 0, TR0} — [0, H + OaHOYH + 05HO,TR]0, '

so priift man nach, daB die Koeffizienten von Z, = —Z,, auf dem Bild von tden Bedingungen (3.107),
(3.109) und (3.111) geniigen:

(Zy)' = -(Zy)" = -3}

(20" = —(Z* = -9H =a;h

(Zw)h = —(Zu)s = 0aH = —0ah (3.116)
(Zw)o = —(Zy)o = OyH + OnH O H + 05H O]
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Dabei haben wir die De Donder-Weylschen Bewegungsgleichungen benutzt. Ein Vergleich mit (3.107),
(3.109) und (3.111) beendet den Beweis des Satzes. O

Geometrische Konstruktion der speziellen Form Hamiltonscher De Donder-Weyl-Funktionen

Wie im Abschnitt 3.3 dargelegt wurde, ist die De Donder-Weyl-Hamiltonfunktion # im strengen
Sinne keine Funktion, sondern beschreibt eine Beziehung zwischen Koordinaten in P. Dadurch wird
eine Untermannigfaltigkeit, eben das Bild der Legendre-Transformation, ausgezeichnet. Aus H lait
sich aber mit einem Zusammenhang I : £ — J1& eine Funktion # auf M konstruieren, die in lokalen
Koordinaten mit H tber

Hr(X,V, B) = H(X,V, B) — pAT (V) (3.117)

verkniipft ist (siehe Anhang A.2). Nun existiert mit diesem Zusammenhang eine spezielle Funktion
auf P, definiert {iber die affine Dualitit von P und J1&

p(p) =p(F(prex(p))) = PArp(V) +p, p=(XV,F,p) € P. (3.118)

Mit dieser Funktion und dem Riickzug von Hr auf P ergibt sich nun die gesuchte Funktion h:

h(X,V, ﬁa p) = —HF(X,V, 5) - ]J(X,V, ﬁa p)

3.119
= —H(X,V, p') —p. ( )

3.6.3 Integrabilitat und kovariante Hamilton-Jacobische Differentialgleichung

Im vorangegangen Abschnitt haben wir bewiesen, dall zu Hamiltonschen Funktionen h auf P von der
speziellen Gestalt

h(X,V, ﬁa p) = _H(X’Va 5) - p, (3120)

zerlegbare Hamiltonsche n-Vektorfelder existieren, die wiederum pr ,-transversale Distributionen
auf P definieren. Dabei Ubernimmt H die Rolle der De Donder-Weylschen Hamiltonfunktion, fur die
die Integralflachen der Distribution Losungen der De Donder-Weylschen Gleichungen darstellen. Es
bleibt zu untersuchen, ob diese Distributionen auch wirklich integrabel sind. Wie bereits erortert, ist
eine vorgelegte Distribution auf P genau dann integrabel, wenn sie in jedem Punkt durch eine Unter-
Lie-Algebra von X(P), der Lie-Algebra der Vektorfelder auf P, aufgespannt wird. Wir mussen uns
also davon (berzeugen, dal’ solche Zerlegungen eines Hamiltonschen n-Vektorfeldes existieren, die
dieser Bedingung geniigen. Bei naherer Betrachtung erweist sich die bereits festgestellte Freiheit der
Wahl der Koeffizientenfunktionen (Z,)3 als zu groB; ohne eine zusétzliche Einschrénkung lassen
sich keine allgemeinen positiven Aussagen treffen. Die im folgenden vorgenommene Wahl der Fest-
legung dieser Komponenten kann man als kovariante Verallgemeinerung der Hamilton-Jacobischen
Differentialgleichung deuten.

Um die nun folgenden Ergebnisse zu verstehen, mussen wir uns zuerst dem Falle n =1, d.h. der
zeitabhangigen Hamiltonschen Mechanik, zuwenden.

In diesem Falle gibt es zu jeder Hamiltonfunktion genau ein Hamiltonsches Vektorfeld, dessen
Integralkurven die Lésungen beschreiben. Die Familie dieser Integralkurven I&R3t sich jedoch nicht
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auf den (um die Zeitachse erweiterten) Konfigurationsraum Q x IR projizieren, vielmehr ergibt sich
eine Korrespondenz zwischen Lésungen der zeitabhangigen Hamilton-Jacobi-Gleichung und Famili-
en von Kurven auf @ x R. Genauer sucht man Abbildungen T vom erweiterten Konfigurationsraum
in den doppelt erweiterten Phasenraum, die durch Zuriickziehen und Projektion ein Vektorfeld auf
Q x IR ergeben. Im Falle der klassischen Mechanik ist T die duRere Ableitung einer Funktion S, und
das auf diese Weise erhaltene Vektorfeld &Rt sich genau dann zu Losungen der Bewegungsgleichun-
gen integrieren, wenn S die zeitabhdngige Hamilton-Jacobische Differentialgleichung erfillt ([1]).
Wir werden nun die kovariante Verallgemeinerung der Abbildung T benutzen, um ein Integrabilitéts-
kriterium anzugeben.

Fir allgemeine n > 1 Gibernimmt das Faserbiindel £ die Rolle des erweiterten Konfigurationsrau-
mes, wahrend der erweiterte multisymplektische Phasenraum P den doppelt erweiterten Phasenraum
T*Q x R? ersetzt. Die gesuchte (im allgemeinen nur lokal existierende) Abbildung T : £ DU — P
soll zwei Eigenschaften besitzen. Erstens soll das vermittels T und der Tangentialprojektion Tpr.p
auf & zuriickgezogene (eindeutig bestimmte!) Hamiltonsche n-Vektorfeld eine integrable Distribu-
tion erkldren, und zweitens sollen die Blatter der zugehorigen Integralmannigfaltigkeiten lokal die
De Donder-Weyl-Gleichungen l6sen. Der folgende Satz gibt notwendige und hinreichende Kriterien
dafiir, daB die mit T erhaltene lokale Distribution auf £ eine lokale Foliation von & ergibt — dies stellt
natdrlich den Idealfall dar, und es ist im allgemeinen schwierig zu entscheiden, ob eine solche Ab-
bildung T gefunden werden kann. Im Falle linearer Euler-Lagrange-Gleichungen kann diese Frage
jedoch positiv beschieden werden, wie wir am Beispiel des Klein-Gordon-Feldes belegen werden.

Satz 3.6.3 Es sei # eine reguldre De Donder-Weyl-Hamiltonfunktion und I/ eine offene Umgebung

in £. Es existiert genau dann eine Foliation von 5[ , deren (vermoge der Legendre-Transformation
Uu

verlangerte) Blatter Losungen der De Donder-Weylschen Bewegungsgleichungen sind, wenn es einen

lokalen Schnitt T :5[ — P gibt, der in einem Koordinatensystem von E[ den folgenden Bedingun-
u

gen genugt “
NH(XV,T (x,V)) =0, (3.121)
0T (X, V) = —0aH (X,V, T (X,V)), (3.122)
OuTo(X,v) = =M (X,V, T (X,V)), (3.123)
OaTo(X,V) = OaH (X,V, T (x,V)), (3.124)

fur alle (x,v) € S[M, wobei T = (T/f) die p,‘i—Komponenten und Ty die p-Komponente der Abbildung
T bezeichnen.

BEMERKUNG. Kann man die Multiimpulskomponenten T der Abbildung T als Ableitungen eines
Satzes anderer Funktionen S* schreiben,

TA(X,V) = (3aSH) (%, V), (3.125)

so ist (3.122) eine direkte Konsequenz des Bestehens der kovarianten Hamilton-Jacobischen Diffe-
rentialgleichung ([72], ch. 4, sec. 2),

0uSH(x,v) + H(x,v,0aS"(x,V)) =0, (3.126)

welche fiir n = 1 die bekannte Gestalt der zeitabhdngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung der Mechanik
annimmt. Mit (3.123) und (3.124) unterscheiden sich dann d,S* und To nur um eine Konstante, die



3.6. Korrespondenz von Multivektorfeldern und Losungen der Feldgleichungen 41

durch Redefinition von Ty zu Null gesetzt werden kann.
BEWEIS DES SATZES. Wir nehmen zuerst an, daB eine lokale Foliation von 8[ mit Losungen der
u

Feldgleichungen gegeben sei, also eine bijektive Abbildung
¢:E xu—>8[u. (3.127)

Eine solche Abbildung stellt aber eine lokale Trivialisierung von £ dar, die wir im folgenden fir
Koordinatenausdriicke benutzen wollen. Fir jedes w € V ist ¢, = ¢(w,-) ein lokaler Schnitt, der
in dem gewdhlten Koordinatensystem sogar konstant ist, vergleiche Abbildung 3.6.3. Transportiert
man nun mit der Legendre-Transformation zur zu # gehdrigen Lagrange-Dichte (# war als regular
angenommen) die Jet-Verldangerung jedes Schnittes ¢, nach P und wertet den resultierenden Schnitt
bei x € U aus, so ergibt sich auf diese Weise die gesuchte Abbildung T : & [u — P. Diese erfillt

(@0H) (X, WA, TA (x, ) = (3 H) (X, W™, (BAL) (X, WA, 0, (dw)" (X)) = 0u(dw) (X)) =0, (3.128)

da in der angenommenen Trivialisierung von £ die Foliationsschnitte konstant sind.

F ®(F)

/_\ i
M M
Abbildung 3.2: Eine lokale Foliation kann als Trivialisierung des Biindels £ benutzt
werden, in der die Bléatter der Foliation konstant sind.

Dies ist aber die erste Bedingung (3.121). (T4)% (X) = T4 (X,dw(X)) = Tx (x,w) sind aber gerade
die Multiimpuls-Komponenten von ¢, die nach Voraussetzung die De Donder-Weylschen Gleichun-
gen erfillen sollen, also berechnet man

—0OnH (% Ow(X), (Th)n) = Oy (X) = 0, TA (X, Ow (X)) + 05 TR (X, (X)) u(dw)® (%) = 9, TR (x, W),
(3.129)

und es ergibt sich (3.122). SchlieBlich gilt To(x,w) = —#(x,w, T (x,w)) nach Konstruktion der Le-
gendre-Transformation, was die Bedingungen (3.122) und (3.122) nach sich zieht.

Es sei nun umgekehrt eine Abbildung T gegeben, deren Komponenten die Bedingungen des Sat-
zes erflllen. Dann lassen sich in eindeutiger Weise die Komponenten des Hamiltonschen n-Vektor-
feldes Xy, h wie in (3.102), auf 5[ zurlickziehen. Bedingung (3.121) besagt nun, daR3 die vertikalen
Anteile jeder Zerlegung des zurUcukgezogenen n-Vektorfeldes verschwinden, vgl. (3.109). Die hori-
zontalen Anteile sind aber gerade von der Form dy, p = 1,...,n, und vertauschen daher. Die durch
das zuriickgezogene n-Vektorfeld beschriebene Distribution ist also integrabel und die Blatter der Fo-
liation sind im gewahlten Koordinatensystem konstant. Diese Blétter lassen sich nun fir jedes w € V
wie im ersten Teil des Beweises mit der Legendre-Transformation nach P transportieren. Interpretiert
man nun (3.128) riickwarts, so zeigt sich, dall wegen (3.122) die p,‘i—Komponenten der entstandenen
lokalen Schnitte Losungen der De Donder-Weyl-Gleichungen darstellen. Die restlichen Bedingun-
gen (3.123) und (3.124) besagen nun gerade, daf sich To(x,w) und —H(x,w,f(x,w)) genau um eine
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Konstante unterscheiden. Diese kdnnen wir von Ty subtrahieren, wodurch die Bléatter der Foliation
tatsachlich jeweils Losungen ergeben. O

3.6.4 Das freie Klein-Gordon-Feld als Beispiel

Es sei speziell M = R* und & ein triviales reelles Geradenbiindel. Die Klein-Gordon-Gleichung
O +m2$ =0, (3.130)
wobei 00 = 03 — 02 — 02, — 02, den Wellenoperator bezeichnet, besitzt Lésungen der Form ([69])
d(x;w) = weos(1x%) cosh(7xt) cosh(mx?)cosh(2x®), w e R. (3.131)

Diese Losungen verschwinden nicht in einem Bereich (—11/2,7/2) um die x° = 0-Hyperebene. Sie
sind daher als lokale Foliation von £ in diesem Bereich geeignet, und die Trivialisierungsabbildung
lautet

B (xW) > (x,w Secn), (3.132)

3.6.5 Geometrische Formulierung der kovarianten Hamilton-Jacobischen Differenti-
algleichung

Die invariante Formulierung der zeitabh&ngigen Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassischen Mecha-
nik interpretiert die Funktion S als Funktion auf dem erweiterten Konfigurationsraum @ x R. dS
ist also eine 1-Form und 4Rt sich als Abbildung in den doppelt erweiterten Phasenraum T*Q x R?
verstehen:

dS: QxR 3 (g,t) — dS(t,q) € (T*Q x R?)(qy)- (3.133)
Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung lautet nun bekanntermafien
ho (dS) =0, (3.134)

wobei h(t,q,p,E) = H(t,q, p) + E die Hamiltonfunktion auf dem doppelt erweiterten Phasenraum
zum durch H gegebenen zeitabhdngigen Problem darstellt.

Dieses Konzept 18Rt sich wie folgt auf den allgemeinen Fall libertragen. Sei S € Q"(€) eine pr -
horizontale n-Form auf dem Konfigurationshiindel £. Nach den Uberlegungen in Abschnitt 3.1 kann
man den erweiterten multisymplektischen Phasenraum aber mit dem Raum aller (n+ 1)-Formen auf
&, die bei Kontraktion mit zwei beliebigen pr ,.-vertikalen Vektorfeldern verschwinden, identifizie-
ren. Da S als horizontal angenommen wurde, ist dS von dieser Gestalt und definiert damit einen
Schnitt in P — £. Die kovariante Hamilton-Jacobische Differentialgleichung (3.126) lautet nun

hodS=0 (3.135)
flir die speziellen h der Form (3.102). In der Tat rechnet man fiir S = S*d,x nach

0=hodS = —H(x,v,0aS"(x,V)) — 0,S*(x, V). (3.136)



3.6. Korrespondenz von Multivektorfeldern und Losungen der Feldgleichungen 43

Die im vorigen Abschnitt eingefiihrte Abbildung T 18Rt sich also als T = dS verstehen. T erfillt somit
hoT = 0. Eine offensichtliche Abschwachung beider Bedingungen ist sicherlich

dT =0, d(hoT)=0. (3.137)

Eine Auswertung in Koordinaten fiihrt aber fiir die Koeffizienten von T, T = T,fdvAduerTod"x, auf

0,To=—0,T}
AL A (3.138)
aATB = aBTA
und
—0n (W, T Ow) 00w T (W) 0uT3 () = 3 Tolw) = —3TR(xW) o

_aUH(Xa w, T' (X,W)) - a\?%(xa w, T(X,W)) aIJTBV (Xa W) = aUTO (XaW)'

Dies sind aber gerade die Forderungen des Satzes, wenn man (aﬁh) oT =0 benutzt.

Wenden wir uns zum Schlul dieses Abschnittes der fiir den Beweis der Integrabilitat benutzten
Eigenschaft (3.121) zu. Unter einer Koordinatentransformation in £

X (VA = (VA XA (X)) (3.140)

gehen die kanonisch induzierten Koordinaten des erweiterten multisymplektischen Phasenraumes
tber in

X1 (VA PR, p) = (X VA XP(X), ph, P — 0ux™ () Ph)- (3.141)

Die Forderung (3.121) — die man zundchst fur h in (3.102) formulieren mu3, da die Abspaltung des
von der Koordinate p abhdngigen Anteils nicht kanonisch ist — nimmt damit die folgende Gestalt an

0p(hox) = (9h) o x — 8ux"(9h) o X = (9h) o X +9,x*(0h) o X (3.142)

Verschwinden also in einem Koordinatensystem die ph-Ableitungen von h, so lassen sie sich in einer
alternativen Trivialisierung als raum-zeitliche Ableitungen eines Satzes von Funktionen x” darstel-
len. Diese kann man nun umgekehrt zu einem Kartenwechsel von £ benutzen, um zu der im Satz
geforderten Eigenschaft von h zu gelangen.






Kapitel 4

Algebraische Aspekte

Mit der kanonischen multisymplektischen Form und dem Begriff der Hamiltonschen
Form gelingt es nun, eine Poisson-Lie-Struktur zu definieren. Dabei wird zum er-
sten das Problem der Mehrdeutigkeit der Hamiltonschen Multivektorfelder durch die
Beschrdnkung auf sogenannte Poissonsche Formen — ein Unterraum der Hamilton-
schen Formen — gel6st. Zum zweiten wird durch die Einfiihrung eines Korrekturterms
zur herkémmlichen Definition der Klammeroperation die Gliltigkeit der Super-Jacobi-
Identitét hergestellt.

Um die Beweise in libersichtlicher Form darzustellen und den Korrekturterm zu moti-
vieren ist jedoch zunéchst eine sorgféltige Analyse der Ausdehnung der Lie-Klammer
und der Lie-Ableitung auf Multivektorfelder vonnéten.

4.1 Problemstellung

Da die kanonische multisymplektische (n+ 1)-Form Q die kovariante Verallgemeinerung der doppelt
erweiterten symplektischen Struktur der klassischen Mechanik darstellt, ist es naheliegend — zunéchst
flr Hamiltonsche (n — 1)-Formen h, g und deren Hamiltonsche Vektorfelder Xy, Xg — tiber

{f,0} = X1 Xgd Q 4.2)

eine Klammer einzufiihren ([32]). Das Vorzeichen ergibt sich aus der Uberlegung, daB zu der Klam-
mer von f und g das Vektorfeld [Xg, X¢] korrespondieren sollte:

d{f,g} = —d(Xid XgJ Q)
= _(LXfXQ)J Q
= —([X1,Xg])2 Q
= ([Xg, X¢])~ Q.

(4.2)

45
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Die so definierte Klammer ist aber keine Lie-Klammer ([34, 32, 52]) — die Jacobi-ldentitét gilt
namlich nur bis auf einen exakten Term,

{f,{9,h}} +zykl. = =X ([Xn, Xg] Q) + zyKI.
= (—Lx, (Xtd Xgd Q) + [Xn, X¢]1 Xg! Q)
—XgJ ([Xf,Xh]J Q) — Xpd ([Xg,Xf]J Q) (4.3)
= —Lx, (X5 Xgd Q) 4+ Xnt Ly, (Xg! Q)
= —d (X5 Xg! Xp Q).

Die Frage ist nun, ob sich die naive Definition (4.1) um eine geschlossene Form abandern lait, die den
Defekt der Jacobi-ldentitat absorbiert. Eine Ldsung dieses Problems soll im Abschnitt 4.3 vorgestellt
werden. In der Literatur ([5, 6, 15]) findet sich ein dhnliches Problem im Rahmen der Theorie der
starken Homotopie-Lie-Algebren ([50]). Dort wird, ausgehend von dem Bestehen der Jacobi-Identitét
fiir gewisse Funktionale, nach der Jacobi-Identitat fiir die zugehorigen Integralkerne gesucht. Da aber
die Integrale auf Formen bestimmten Typs, ndmlich den exakten Formen beziglich eines Differentials
dn, verschwinden, kann die Jacobi-ldentitdt nur bis auf einen dn-exakten Term erreicht werden. Fir
diesen Fehler kann man wiederum eine zur Jacobi-Identitdt analoge Gleichung betrachten und erhalt
so einen Fehler hoherer Ordnung, der nun vier Eintrdgen Platz bietet und so fort. Wesentlich fir
die Iteration zu beliebig hohen Graden ist, dal dy, eine triviale Kohomologie besitzt. Dies ist aber
im multisymplektischen Fall — in welchem die &uRere Ableitung d den Platz von dy einnimmt —
nicht gegeben, so dal® der Begriff der starken Homotopie-Lie-Algebren trotz anfanglicher, formaler
Ahnlichkeiten keine Anwendung findet.

Wie wir im vorangegangenen Kapitel gesehen haben, spielen nicht nur die Hamiltonschen Vektor-
felder als infinitesimale Symmetrieoperationen, sondern auch die Hamiltonschen n-Vektorfelder als
Tangentialrdume an die Lésungen der De Donder-Weyl-Gleichungen eine wichtige Rolle. Wir wer-
den deshalb im néachsten Abschnitt untersuchen, wie sich die Lie-Klammer von Vektorfeldern und
die Lie-Ableitung in deren Richtung auf den Fall von Multivektorfeldern verallgemeinern lassen und
anschliefend diese Erkenntnisse bei der Suche nach einer Lie-Klammer fiir Hamiltonsche Formen
benutzen. In den folgenden Ausflihrungen wollen wir wie allgemein tblich ausschlieBlich homogene
Elemente (Multivektorfelder, Formen) betrachten, um gradierte Gleichungen aufschreiben zu kénnen.
Mit der Linearitdt kann man diese bekanntermafen auf Objekte gemischten Grades fortsetzen.

4.2 Schouten-Klammer und Lie-Ableitung nach Multivektorfeldern

Das Material dieses Abschnittes findet man zum Beispiel in einem Artikel von TuLczy JEW, [78], die
Lie-Ableitung in Richtung von Multivektorfeldern auch im Anhang einer Arbeit von MARTIN, [58].
In [49] wird eine dhnliche Konstruktion fiir vektorwertige Formen vorgestellt, die dort zur Fréhlicher-
Nijenhuis-Klammer fihrt.

Definition 4.2.1 Essei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und X(,M) die Lie-Algebra der Vek-
torfelder auf ihr. Die Schouten-Klammer ist die derivative Fortsetzung im zweiten Argument der Lie-
Klammer bezuglich des antisymmetrischen Tensorproduktes A. Genauer definiert man fir X,Y,Z €
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AXLYLZ (M), &1 € Z(M) und f € C®(M):

[]: A"E(M) x AX(M) = A" 1%(M) bilinear, r,s =1,...,n
[€&n](f) =&(n(f)) —n(&(f)),
[X,Y AZ] = [X,Y]AZ+ (-1) XDy A [, Z],
[X,Y] = (=1 XI=DII=Dy x].

(4.4)

Man bemerke, daB das Vorzeichen in der Leibniz-Regel sinnvoll ist, da [X,-] vom (bzgl. der Tensor-
stufe) Grade (|X| —1) ist, wahrend X A - eine Abbildung vom Grade |X| definiert. Im ersten Argument
ergeben sich die Vorzeichen der Leibniz-Regel unter Benutzung der gradierten Antisymmetrie zu

XAY,Z] =X A, Z]+ (=) 2+ 7] A Y. (4.5)

Fur zerlegbare Vektorfelder findet man eine explizite Formel der Lie-Klammer.

Lemma4.2.2 Es seien X = Xy A= AXp und Y =Yy A--- AYq zerlegbare Multivektorfelder, d.h.
Xi,Yj € X(M). Dann gilt

X,Y] = Z —D)"MIXL Y AXIA K- AXp AYL A=Y= AV, (4.6)

(Wie Ublich steht ein Hut tber einem Symbol fiir dessen Auslassung.)
Dartiberhinaus erfillt die Schouten-Klammer die vorzeichenbehaftete Jacobi-ldentitét

(—1)XI=DZ=D1x v, Z]] + zykl. Perm. = 0. (4.7)

BeweEls. Da die Tensor-Algebra der Multivektorfelder von den Vektorfeldern generiert wird, ist die

Schouten-Klammer [-,:] eindeutig festgelegt. Da aber (4.6) allen Bedingungen von (4.4) geniigt,

missen beide Ausdriicke Ubereinstimmen. Zum Beweise der zweiten Aussage stellt man zunédchst

fest, daB die Jacobi-ldentitdt fir \Vektorfelder erfullt ist und schlieRt auf Gultigkeit fur die hdheren

Grade per Induktion. Konkret berechnet man fiir beliebige (homogene) Vektorfelder W, X, Y, Z:
(-1 )(\W\*l)(IY|+|Z\*1)DN X,Y AZ]]+ (_1)(IY\+\ZI*1)(|XI*1)[Y AZ,W,X]]

—1)(XI=DIWI=L X Ty AZ, W]

1)(|W| DAY +Z|- 1)an X,Y]AZ] +(_1)(IW\—l)(IY|+|Z|—1)+(\X|—1)\Y|W\/’y AIX,Z]]

(— 1)(\YH\Z\*l)(lx\*1)+(IW\+\X|)(IY|+|ZI*1)+1[DN’x],y AZ]

(-1 )(\lel)(\W\*1)+(|W|71)(\Y\HZH)H[X’[W,y AZ]]

1)<|W| 1)(IY [+]Z]- ”[W X YT AZ + (—1) W =DOYHZI=0+(WI=D(X+Y =D 1% y] A W, Z]

—+
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— )WDY HZID W, XY A Z A+ (—1) (W =DIXHD X YA W, Z)
— )WDY HZ=DHIXI=DIY W, YT A X, Z]

1) (W[-1)(Z|-1)+ (IXIfl)\Y\y/\DN [X,Z]]
—1)(YHZIEDWI=D+HIW, X, Y] A Z
—1)(VHZEDWI=DHWHXDY 1y A W, X ], Z]
—1)(WEDXHYHZHD X W Y] AZ

— 1) (WEDX Y HZDHXI=DW Y =D+ Y] A X, Z]

—1)WED XY HZDHWIDY 11y v A W, Z]]

—1)(WI=D(XHY HZDHW =YX =1 Y+ A X W, Z]]

W

/\/\/‘\/\A/\/\A

1)(| [=1)(YI+2]-1) WV X,Y]IAZ+(— )(IY\+\Z\—1)(IW|—1)+1[[W,x]’y]/\z
(=1)IWIEDIXIFYI+HZD+ 1 w, Y] A Z

(=1)(WI=D)(XI+2) X,Y]AW,Z]+ (-1 )(IWIfl)(\XI+IY\+\Z|)+(\W|71)IYI+1[X’Y]/\[\N,z]
(=1)(WI=D(Y+ZI=D)+(X]- 1‘Y|DN,Y]/\[X,Z]]

(-1) (WI=D)(Y+Z[-1)+ (IXI—l)\Y|+1)[W,Y]/\[x,Z]
(=)
(=1)
W

1)WEDAZEDHIX-DY A W, [X, Z]] 4 (= 1) WEDXHZDHX DY +Hy A 1x W, Z]]
1)(YHZIDMWL+H(WIHXDY I+ A W, X, Z]

— 1)WY HZI=D W X YA Z 4 (—2) (Y FHZZDIWELFHWEHXDIY =D+ y w XA Z
—1)(WI=DIXIHYHZDALH(WI=DAY =D+ )y W] AZ
—1)(WIEDAZI=DHXI=DY Y A (W X, Z]]
—1)(WI=DIXIHZDHX =Y FLHW=)(Z=)+1y A X, [Z,W]
)
w

/\/\/‘\/\

—1)(YHZIEDWIEDHWHXDY (W HXDAIZI=D+y A 7, (W, X]]
— )WDY W =IDIZD W X, Y]] A Z A+ (= 1) Y DIXI=DHZIW =Dy 1w, X A Z
(—2)(WIEDIXI=DHZIWI=D) ) Iy WA Z
(—1)WIDIZEDHX DYy AW, [X, Z]] + (= 1) WEDXEDHXEEDY iy A X [Z,W]]
(=) (VIX=D+(Z=DIX =Dy A [Z, W, X]]

+++ T+ ++ T T+

Il
o

es l&Rt sich also aus dem Bestehen der Jacobi-Identitdt fur W, X,Y und W, X, Z die Gultigkeit fir W,
X, Y AZ folgern. Dies ist aber gleichbedeutend mit der Rechtfertigung der Identitét fir Multivektor-
felder beliebigen Grades. O
Im néchsten Schritt wollen wir den Begriff der Lie-Ableitungen auf Multivektorfelder verallgemei-
nern. Da sich diese fiir Vektorfelder als Super-Kommutator von duBerer Ableitung und Kontraktion
schreiben 14Rt, liegt die folgende Definition nahe.

Definition 4.2.3 Es sei X € AKI%(M) und a € Q*(M). Die Lie-Ableitung o in Richtung X ist ge-
geben durch

Lya = d X1 o — (—1)XXJ da =[d,XJ]a, (4.8)

wobei [-,-] den gradierten Kommutator von Abbildungen bezeichnet.
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Lemma4.2.4 Essei
[(X,Y,a) = Lx (Y a) — (=1)X=DMy ] Lya = [Lx,Y_]a. (4.9)

fir beliebige r- und s-Vektorfelder X und Y und beliebige t-Formen a. Dann gilt

I(X,Y, f-a) = f-1(X,Y,q) (4.10)
(XY, 00 A=A ) = mgrayrs=ay 2 (- DT6Y, Goq) -+ Goras-1) Allofres) o),
o
(4.11)

wobei f eine beliebige Funktion bezeichnet, a; fur beliebige 1-Formen steht und die Summe Gber alle
Permutation der Zahlen von 1 bis t lauft.

Damit 18Rt sich 1(X,Y,a) als Kontraktion eines von X und Y abhangigen (r +s— 1)-Vektorfeldes mit
a schreiben.

Bewels. Da | offensichtlich in jedem Argument linear ist, kénnen wir ohne Beschrankung der All-
gemeinheit annehmen, da X =& A--- A& undY =n1 A--- Ans zerlegbare Multivektorfelder sind.
Die erste Beziehung ergibt sich damit aus

1(X,Y, f-a) = Lx(Ya fa) — (=1)MX=Dy 5 Ly (fa)
=dXJYl fa—(-1)XIXudYl fa
— (—)YIX=Dy 3 d X fo— (=) YEDIX=0y 5 X d(fa)
=df)A(XaYaa)+fdXaYla
—(=D)XIXI[(dF)A (YD a)]— (-)XEXadYoa
— (=0)MXIEDy [ d F) A (Xa )] = (=) XD £y 5 d (X a)
— (=) =DIX=Dy ) (df Aa) = (=1) Y =DXI=D vy X da
=(df)AXaYla+ fI(X,Y,a)

— (1) g(—l)ﬂlzj(f)ij YJoa—(df)A(X2Yda)
£

M
— (=) YD § (1) i () Vi X o (1) KDY @ ) A (Yo X a)
k=1
X
+ (—=1)(XI=(vI=1) Z(—1)1+1Ej(f)m Xj a
J:

M
+ (=1 DS (1) i (F) Y X a = (1) KFVN YA ) A (Yo X a)
k=1

= fI(X,Y,q).

Zum Beweise der zweiten Aussage kdnnen wir nun annehmen, dall a = a1 A --- A0 aus geschlossen
1-Formen aj zusammengesetzt ist. Es ergibt sich fur die linke Seite (die Keilprodukt-Symbole wurden
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der Kiirze halber unterdriickt)
I(X,Y,0p---a) =d[X2Ydag--o] — (=1)"Xud[YJ oy 04]
- (—1)(“1)SYJ d[XJag---a]+ (=) VY I X dag - o
= Z Wd (Y aga) - Ao(s)) (X Og(s 1)~ Aors))

Oo(rs+1)"" Uo(t)]
rz rllslt r—s+1)!

5]
[XJ (dYJ ao( 1) ao(s))ao(s+1) T ao(r+sfl)] C(cr(r+s) T cxcr(t)

Z r's't r—s)!
[}

(dYJ Og(1) - o(s))(xJ Ug(s+1) """ ac(r+s))ao(r+s+1) e+ Og(t)
_ (_1)(r—1)s Z(_l)cr'(s o (tl =

(5]
J [(d X Og(1)--- ao(r))ao(r-f—l) T ao(r-f—s—l)] Ag(r4s) "+ Ag(t)
_ (_1)(r71)3+s Z(_l)cm

5]
(d X uo(l) e ao(r)) (YJ 0‘o(r+1) e ao(r+s))ao(r+s+1) e acr(t)
= (=)™ 5 (=1° s

[}
[XJ (dYJ ao(l) -a (s))ao(s+1) Tt ao(r+s—1)] ao(r+s) toe acr(t)
(_1)(r+1)s+1 ;( 1)om

- [(d X Ug(1) - ao(r))ao(r+1) T ao(r+s—1)] Ug(rts) - Uo(t) (4.12)

wahrend man die rechte Seite wir folgt umformen kann,

r.S.= (_1)r+1(t—r—s+l%!(r+s—1)! > (=1)° (X2 dYJ 1)+ Ug(r1s-1)) Ao(r+s)*** Aogt)
o

+ (=) e ;(—1)“ (Y4 dXJ lo(1)*+ Uor4s-1)) Aofres) - Ao

Wenden wir uns dem zweiten Summanden zu. Da die 1-Formen a; allesamt geschlossen sein sollen,
1aRt sich dieser bis auf einen Vorfaktor schreiben als

> (=1)% (Y2 dXJ Uo(g) - Uo(res-1)) Oofr+)** Aot

o
=y (1)
o o

(Y1 (d X1 ag(o(2)) - - Oar(a(r))) Ao (o(r+1)) - Ot (a(r+5-1))) Ao(r+s) - Aot

Die Summe Uber o’ lduft dabei jeweils tber alle Permutationen von {o(1),... ,0(r+s—1)} zu einem
festen o. Die zweifache Summation tiber Permutationen bewirkt nun, daB jede Indexverteilung genau
(r +s— 1)!-mal vorkommt, denn man kann jede der ¢’-Vertauschungen als eine aus der o-Summe
stammende auffassen. Diese Vielfachheit kiirzt sich gegen einen Teil des Vorfaktors des vollen Aus-
drucks fiir den zweiten Summanden. Als Resultat der Umformung der rechten Seite erhédlt man somit
den zweiten Summanden von (4.12), und eine dhnliche Argumentation gilt fur den verbleibenden,
ersten Term. Damit stimmen beide Seite wie behauptet tberein. O
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Definition 4.2.5 Die Lie-Ableitung eines Multivektorfeldes Y € AIY|%(M) nach X ist definiert durch
(LxY)a o = Ly (Yo o) — (=1)X=D¥ly y Lya =Ly, Ya]a. (4.13)

Man bemerke, dal Lx vom Grade (|X|— 1) ist, genau wie [X,-]. Dariiberhinaus gilt

(LxY)odf =X(Y(f))=Y(X(f))=[X,Y]2df (4.14)
fur Vektorfelder X,Y € X(M). Die folgende Beobachtung klért die Beziehung zwischen [X,Y] und
LxY.
Lemma 4.2.6 Es seien X,Y Multivektorfelder homogenen Grades in AX/:Y1%(A1). Dann gelten die
folgenden Symmetrieeigenschaften

LxY = (=1) XMLy x

4.15
Lx (Y AZ) =Y A(LxZ) + (1) XI=Vl (L, Y) Az, (419)

Vergleicht man dies mit (4.4), so folgt wegen der Eindeutigkeit der Schouten-Klammer
LxY = (—1)XHFDMx v (4.16)

BEwEIS. Die erste Eigenschaft ergibt sich aus folgender Rechnung, in der a ein beliebiges Element
aus Q(M) darstellt.

(LxY)d a = Lx(YJ a) = (=1)XI=DYy 5 (Lga)
—dXJ (Yo a)— (=1)XIXad(yaa)
— (=) =DMy 5 d (X a) 4+ (=) XD Xy 5 (X da)
= (=1)XMd eyl (X1 a)) = (=) XDy d(xXJ a) (4.17)
— (- )IXIIYH\XI YI=Dx | d(YJ a)+(— )IXIIY\+\X|(IY\*1)+IYIXJ (Y1 da)
= (=) XMLy (X1 o) = ()X FXIYI=Dx g (Ly o)
= (=) XMLy X)) a.
Ahnlich erhilt man die zweite Bedingung,
(Lx(Y AZ))d o =Lx((Y AZ)d a) — (=1)X=DW+ZD vy AZ) 1 Lya
=Lx((YAZ)Da)— (—1) XDz Ly (Y a)
+ (_1)(|X|_1)‘Z‘ZJ LX(YJ a) _ (_1)(|X|_1)(|Y|+|ZDZJ (YJ qu) (418)
= (LxZ)J (Y2 a) + (=1)X=DIZIz_ 5 (LyY ) a
= (Y ALZ+ ()DL ) AZ) s e
Die Beziehung (4.16) ubertragt nun gerade die gradierte Leibniz-Regel der Schouten-Klammer auf
diejenige der Lie-Ableitung,
Lx (Y AZ) = (=1)IXIEDIYI+ZDIX Yy AZ] = (—21)(XIFDYIHZD X Y] A Z
+ (= 1) XDV HZDHIX =DMy A 1X, Z]
=Y A ((=1)XDizlx 7)) (4.19)
+ (=1)(XI=D)2] ((_1)(|X\—1)|Y\[x’y] AZ)
=Y ALxZ+ (=1)(XI=DIZILy Az
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Schlielich kommen die Vorzeichen der gradierten Antisymmetrie unter Vertauschung der Eintrdge
beider Abbildungen lber die behauptete Beziehung zur Deckung,

(=1)XHFIMIX Y] = LxY = ()XY Ly X = (=1)XI]y, X]. (4.20)

Da aber die Schouten-Klammer nur mit diesen Eigenschaften eingefiihrt wurde, ergibt sich die Giiltig-
keit der Regel (4.16). O
In der Literatur (s. z.B. [25]) finden sich auch andere Konventionen. So kann man anstatt der definie-
renden Gleichung (4.13) fiir die Lie-Ableitung eines Multivektorfeldes X nach einem Multivektorfeld

Y auch LxY £ [X,Y] setzen. Es ergibt sich dann einen andere Beziehung als (4.13), die zusatzlich das
Vorzeichen aus (4.16) enthélt.

Im ndchsten Abschnitt wird die Beziehung zwischen dem gradierten Kommutator zweier Lie-
Ableitungen und der Lie-Ableitung nach dem Kommutator der beiden Multivektorfelder benétigt.
Wir wollen diese hier bereitstellen.

Satz 4.2.7 Fur jedes Paar von homogenen Multivektorfeldern X, Y und jede Form a gilt

Ly (Lya) — (=2) XFDIHD Ly (Lya) = (—1)(XFDIVIHD Lixv]Q- (4.21)

BEwEIS. Man berechnet
Ly (Lya) — (=) XFDIVED Ly (Lyo) = dXJ dY o+ (—1) Y+ dXa Yo da
+ (=) YHFXIX 3 dY da
+ (—)) (XD D+ gy | g o
+ (=1)XINVEY Y X0 da+ (—1)X VY dX U da
—dXJdYJ o+ (—=1)X+ddXJ Yo a
+ (— 1) (XD DGy | X o
+ (=1)(XHDY gy 5 X da
+ (=) HdXa Y da+ (—1)Y+XIX 1 dYJ da
+ (=1)XIMy 5 dX s da+ (=) XV FX+y 5 X dda
= (—1)XHdLy (Yo o) + (=) XIYHXHY gy | ya
+ (=1)YHy (Yo da) + (=) XVl Lyda
= (—1)XHd(LxY)a o+ (=) HHLxY)a da
— (- 1)\X|+1LL va
= (—1)XFDIV DL
(4.22)

O
Kombiniert man weiter (4.13) mit (4.16), so ergibt sich die folgende fiir kiinftige Rechnungen nitzli-
che Regel, wieder fiir beliebige (homogene) Multivektorfelder X und Y und beliebige Formen a.

[X,Y]ua=(=1)XHDNIL, (Yo a) + (-1)1Y1 Lya. (4.23)

Die beiden letzten Gleichungen, (4.21) und (4.23), behalten ihre Giltigkeit, selbst wenn die oben
erwahnte alternative Konvention fur die Lie-Ableitung LxY zweier Multivektorfelder gewdhlt wurde.
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4.3 Super-Poisson-Lie-Klammer auf dem erweiterten multisymplekti-
schen Phasenraum

4.3.1 Motivation und Definition

In der Kklassischen Mechanik definiert jede geschlossene 2-Form w auf dem (doppelt erweiterten)
Phasenraum 7P eine Abbildung von den glatten Funktionen C*(P) auf die Menge der symplektischen
Vektorfelder,

X w= dh. (4.24)

Mit dieser Zuordnung und der Lie-Ableitung Lx in Richtung eines Vektorfeldes X definiert man nun
eine Poisson-Klammer auf den Funktionen tber dem Phasenraum durch (vgl. z.B. [1])

{f,9} = —Lx0. (4.25)
Da w geschlossen und nicht entartet war, gilt
X{f’g} = _[Xf,xg]a (4.26)

wobei [-,-] die Lie-Klammer von Vektorfeldern bezeichnet. Die Antisymmetrie der Poisson-Klammer
ergibt sich aus der Tatsache, dal3 die Kontraktion eines Vektorfeldes mit einer Funktion verschwindet,

Lx;g+Lx, f =dX¢t g+ Xsd dg+dXgt f+Xgt df

(4.27)
= Xt Xgd W+ Xgd X¢J w=0.
Zu priifen bleibt die Jacobi-ldentitét, die aus der Eigenschaft der Lie-Ableitung
LxLy f —LyLxf =Ly f (4.28)

gefolgert werden kann. Da die Lie-Ableitung eine Leibniz-Regel erfiillt, wird (C*(P),-,{,}) zur
Poisson-Algebra.

Diese Verhdltnisse wollen wir nun auf den Fall allgemeiner Dimension der Basismannigfaltigkeit
M ausdehnen. Es sollen also fortan wieder die Verhéltnisse und Bezeichnungen aus Kapitel 3 gelten.

Wie im vorangegangenen Kapitel dargelegt wurde, treten nun nicht nur Funktionen tber dem
multisymplektischen Phasenraum P und zugehdrige Hamiltonsche Vektorfelder auf, sondern es sind
Hamiltonsche Formen und Multivektorfelder in die Uberlegungen mit einzubeziehen. Wiinschenswert
ist die Ubernahme der Beziehung

X{t,gr = [Xg: X5] = _(_1)(|Xg|+1)(le|+1) X, Xq] = _(_1)(|Xg|+1)(le|+1)x{g’f}’ (4.29)

da die Schouten-Klammer die natirliche Verallgemeinerung der Lie-Klammer darstellt. Die gradierte
Antisymmetrie zeigt, daR in den folgenden Uberlegungen den Hamiltonschen Formen f der Ten-
sorgrad der zugehdrigen Hamiltonschen Vektorfelder X als Gradierung zugeordnet werden sollte;
wir schreiben diesen Grad kurz |X¢|. Es gilt also |X;| = n—|f|, wobei |f| flir den Formengrad der
Hamiltonschen Form f steht.

Wie bereits in der Einflihrung dieses Kapitels erldutert, fiihrt der naive Ansatz

{f,g} = (-1 IXs1 X0 Q (4.30)
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zwar auf die richtige Symmetrie und auf die gewlinschte Eigenschaft (4.29),

41,0} = (~1)X"ldX;1 X1 Q= (~1)¥ Ly Xg1 @
= (_1)|Xf|+(|Xf|+1)|Xg\[Xf,xg]J o) (4.31)

die Jacobi-Identitét ist jedoch verletzt. Konkret findet man

(1) XD £ g 1Y 4 zyKI. Vert. = (= 1) XAIFDOAHDR )10
T (DO X 10
(1) PR DX DXL (X X T) ) X ©
= (—1) X+l +1)FXel Xal+Xal X ¢ 4 dX, ] Xg1 Q
+ (= 1) Pal+HX =X +D+Xl Xy dX g1 Xt Q
+(-1) (1%n]+1) ‘XfH—l)‘HXf|+‘Xg|+(|xg|+1)‘xf‘LX Xid Xpd Q
+(=1) (Xl +1)(Xe [ +1)+Xs [+ Xgl+1y | dXg! Xpt Q
= (—1) P FDIXe++ Xl g (X s Xy 1 X Q).
(4.32)

Erwartungsgemal steht auf der rechten Seite ein geschlossener Term. Wendet man ndmlich auf die
linken Seite die dulere Ableitung an, so verschwindet die zyklische Summe wegen der gradierten
Jacobi-Identitdt flir Multivektorfelder. In der Tat ergibt sich

(_1)(|Xf\+1)(|xh|+1)d{f,{g’h}} = (-1) (IX¢|+1) \Xh\+1)[x{ npXid Q
= (=) HFDCEHX Xg],X1] Q
=(-1) (IX¢[+[Xg ) (Xn[+1)+(1Xg | +[Xn ) (|X¢[+1) [Xt, [Xg, Xn]]1 Q
= (—1)XelXgi+Xe]Xal+Xg1Xnl (1) (Xel+1)(Xnl+1) X, [Xg, Xn]]J Q,
(4.33)
und es folgt
(1)K DX+ LF {9 )+ zykl. Vert.
= (1) Xt 1Xal-+1X 11X -+ Xgl ((_1)(\xf\+1)(|xh|+1> [Xt, [Xg, Xn]]2 Q+ zyK. Vert,)
=0.
Gesucht ist daher eine Korrektur
{f,g} = (=1)*"IX¢1 Xgu Q+d(W(f,g,h)), (4.34)

die den Defekt der Jacobi-ldentitdt zum Verschwinden bringt. Naturlich stellt dies nicht den all-
gemeinsten Ansatz dar, da nicht jede geschlossene Form auf P notwendig exakt ist. Es zeigt sich
aber, daB der unten gefundene Zusatzterm genau von dieser Gestalt ist. Ein Blick auf das klassisch-
mechanische Pendant (4.25) legt die Wahl

{fg}=1 (_Lxg f 4 (_1)<|xf|+1)<|xg|+1>Lng)

(4.35)
= (~1)X1X 1 X1 Q + Ld (—ng f 4 (=1) XXl g)
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nahe, denn die so eingefiihrten Vorzeichen sichern die gradierte Antisymmetrie. Der Faktor % —erist
notig, um einen sonst vorhandenen Faktor vor dem Q-Term zu beseitigen — erweist sich jedoch als
storend; ohne ihn wirde dieser Ansatz mit (4.21) zur Jacobi-ldentitét fiihren. Unter Verwendung der
in Abschnitt 3.1.2 eingefuihrten kanonischen Form ©, die bekanntermaen d®© = —Q erfiillt, 14kt sich
der unerwiinschte Faktor 2 jedoch auf andere Weise korrigieren. Setzt man ndmlich

{f,0} = —Lx g+ (1) VORI f 4 (1) X+ Ly 05 O, (4.36)
so ergibt sich nach kurzer Rechnung die gewiinschte Form:
{f,9} = —Lx, g+ (_1)(\Xf\+1)(|><g|+1)|_xg f+ (_1)\Xg|+1|_xg/\xf@
= —dX¢J g+ (—1)X X0 g4 (~1) KD gX y f 4 (—1)XIH Xy d f
+ (=) X 1 Xg 1 @+ (—1)X X X1 Q
= (~1)MX;1 X1 Q+d (—fo g+ (—1) KD DX f g (—1)XelF2X ] X e) .
(4.37)

Die letzte Zeile — allerdings in der Einschrankung auf Hamiltonsche (n— 1)-Formen f,g und also
auf gewohnliche Hamiltonsche Vektorfelder |X¢| = |Xg| = 1 — findet sich schon in einer Arbeit von
FORGER und ROMER ([25]), und in einer unverdffentlichten Notiz beider Autoren wird die Jacobi-
Identitét flr diesen Spezialfall bewiesen.

4.3.2 Poissonsche Formen und Wohldefiniertheit

Bevor wir den Beweis der gradierten Jacobi-ldentitat fiir den obigen Ausdruck préasentieren, miissen
wir uns zundchst dem Problem der Wohldefiniertheit zuwenden, welches bereits von FORGER und
ROMER ([25]) angesprochen wurde. Darunter versteht man, daB zu einer Hamiltonschen Form im
allgemeinen mehrere Hamiltonsche Multivektorfelder assoziiert sind. Es bleibt demnach zu zeigen,
dal3 die Definition der Klammer (4.36) unabhangig von der konkreten Wahl der Multivektorfelder ist.
Dies wird sicher nicht fiir alle Hamiltonsche Formen der Fall sein; wir werden uns deshalb auf einen
Unterraum einschrianken missen, dessen Elemente wir als Poissonsche Formen bezeichnen wollen.
Diese Untersuchung steht insofern vor einem Nachweis der Jacobi-Identitét, als wir dort die Bezie-
hung

Xit.gid = ([Xg,X¢])2 h (4.38)

fur (zuldssige) Hamiltonsche Formen f, g, h benutzen wollen. Die Gleichheit beider Multivektorfelder
ist aber nur bei Kontraktion mit der multisymplektischen (n+ 1)-Form Q gesichert, die wiederum
einen groBen Kern — als Unterraum in A®X(P) — aufweist.

Naheliegend ist es demnach, nur solche Hamiltonsche Formen zu betrachten, deren Multivektor-Kern
denjenigen von Q enthalt.

Definition 4.3.1 Eine Hamiltonschen Form f auf dem erweiterten multisymplektischen Phasenraum
P heilt Poissonsche Form?, wenn der Kern der multisymplektischen Form Q Teilraum ihres Kernes
ist, d.h. wenn die Einsetzungsabbildung zu jedem Multivektorfeld X auf P, dessen Kontraktion mit Q
verschwindet, die Form f auf 0 abbildet. In Formeln

VX € ANX(P) : {XU Q=0 = X1 f=0.}. (4.39)

Ferner sei #p der Raum aller Poissonschen Formen.

1Der Name fiir diesen Begriff geht auf einen Vorschlag von M. FORGER zuriick.
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Mit der folgenden Beobachtung wird die Klammer zweier zuldssiger Hamiltonscher Formen wohlde-
finiert.
Lemma 4.3.2 Fir alle Multivektorfelder X € A*X(P) qilt:

X1Q=0=>X10=0. (4.40)
BEWEIS. Es genligt, diese Eigenschaft fiir solche Multivektorfelder zu zeigen, deren Tensorgrad mit

dem Formengrad |©| = n von O lbereinstimmt. Ist ndmlich Y ein Multivektorfeld von kleinerem Grad
aus dem Kern von Q, so gilt fur alle Multivektorfelder Z mit [ZAY|=n = |O|

(YAZ)1Q=2Z1Y1Q=0 (4.41)
und also mit dem Bestehen von (4.40) fiir n-Vektorfelder
0=(YAZ)1O=Z1(Y10). (4.42)

Da Z beliebig war, folgt Y 1 © = 0.
Sei nun X ein Multivektorfeld aus dem Kern von Q mit |X| = n. In lokalen Koordinaten von P ist X
von der Gestalt

X = Aty 0y, XA I1900), -0y, (4.43)
wobei die letzten Punkte fiir diejenigen Komponenten von X stehen, die bei Kontraktion mit ©,
Oxu,p,p) = PAdvA Adyx+ pd"x, (4.44)

ohnehin verschwinden.
Die Kontraktion von X mit Q ergibt somit

X1 Q= (—1)Mhaxtrtng, o dp+ (=1)" L XA etg PR (4.45)

(=11

Die hier unterdriickten Terme enthalten weder dp noch dp}. Es folgt, da beide Summanden der Ko-
ordinatengestalt von X verschwinden miissen. Damit ergibt sich aber auch die Kontraktion X_1 © zu
Null. O

Der Begriff der Poissonschen Form ist sicherlich fiir unsere Zwecke nur dann brauchbar, wenn die
Verkniipfung zweier Elemente aus Hp wieder zulassig, also Poissonsch ist. Dies kldrt der folgende
Satz.

Satz 4.3.3 Hp ist geschlossen unter der Poisson-Lie-Klammer (4.36), d.h.

f,ge Hp = {f,g} € Hp. (4.46)
Zum Beweise des Satzes bendtigen wir einige Beobachtungen.

Lemma 4.3.4 Es seien im folgenden X ein Hamiltonsches Multivektorfeld, f eine zuldssige Hamil-
tonsche Form und Y ein Multivektorfeld aus dem Kern von Q. Es gilt

LyQ=0, (4.47)
Ly f =0, (4.48)
(X,Y))2Q=0, (4.49)

Ly©® = 0. (4.50)
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Die erste Gleichung folgt aus der Geschlossenheit von Q, die zweite ausY 1 df =Y 1 X1 Q =0, die
dritte aus
)XY LYY Q

(X, YD1 Q=(-
= (=1)XHIMLy (Y1 Q) (4.51)
0,

wahrend die vierte eine unmittelbare Konsequenz aus d® = —Q ist:
Ly@=dYue+(-1)'lyio=o. (4.52)

BEWEIS DES SATZES. Zu zeigen ist, daB ein beliebiges Element X aus dem Kern von Q die Hamil-
tonsche Form { f,g} anihiliert. Fir den ersten der vier Terme in der letzten Zeile von (4.37) gilt dies
offensichtlich, und fiir die beiden mittleren berechnet man

X1 d(Xgd f) =X d(Xg f)+ (=) XHDdX 1 X4 f

= (LxXg)J f+ (—1)X+DXalx Ly f (4.53)
= (= 1) XX X)) f
=0.

Bei der Kontraktion des gewahlten Multivektorfeldes X mit dem letzten Term ergibt sich schlieBlich
unter Benutzung der Eigenschaften (4.40), (4.49) und (4.50)

X1 dXsd Xg1 © = Lyx X Xg1 O
= (= 1) (XFDXE([X, X)) Xg @4 (=1) KHDIXeIX 4Ly X1 ©

4.54
= (—1)(XFDXel+Xelx [X,Xg] ©+ (—1)(XHDIXe I+ Xl Xg) Lx© (4.54)
=0.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Beispiele Poissonscher Formen

BEISPIEL 1. Jede pr,.,»-horizontale Hamiltonsche Form ist Poissonsch. Da die Hamiltonschen \Vek-
torfelder pr ,.p»-horizontaler Formen vertikal sind, ist das Resultat der Verkniipfung zweier derartiger
Formen wieder horizontal. Die Korrekturterme zum naiven Ansatz (4.30) verschwinden hier, eben-
so wie der Defekt der Jacobi-ldentitdt im naiven Ansatz (4.30). Wir werden im folgenden Abschnitt
untersuchen, wie sich mit diesem Unterraum der Hamiltonschen Formen der KANATCHIKOVSsche Zu-
gang ([38, 39] verstehen laRt.

BEISPIEL 2. Ist X € A*X(P) ein Multivektorfeld, dessen Lie-Ableitung auf © verschwindet,

Lx© =0, (4.55)

so stellt (—1)XI*1X_ © eine Poissonsche Hamiltonsche Form dar. Im Abschnitt 3.5 hatten wir nach-
gewiesen, dal} die zu infinitesimalen Symmetrieoperationen auf £ gehdrenden, auf P gehobenen Vek-
torfelder &p speziell kanonisch sind und also obige Gleichung erfiillen.
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Hat man nun mit X und Y zwei kommutierende Multivektorfelder zur Hand, deren Lieableitung auf
© verschwindet, so gilt fir das antisymmetrische Tensorprodukt X AY
Lxay© = dY_ X1 ©+4 (=1)Y+X=ly X1 d©
=dYJ X104+ (1) yadxue
+(—D)YY g dXa @+ (—1)Y+XI=y x4 de

=Ly(Xu0)+(-1)¥lvi L0 (4.56)

= (LyX)1 O+ (=1)XIV=Dx Ly@

= (—1)XFUN(x, Yo ©
0.

(—1)XHIYIHIX A Y © fallt in diesem Fall also auch in die Beispielklasse. Insbesondere lassen sich
damit aus den speziell kanonischen Vektorfeldern auch allgemeinere Beispiele konstruieren.

Wie die folgende Rechnung zeigt, ist auch diese Beispielklasse abgeschlossen unter der Poisson-
klammer. Sind X und Y zwei derartige Multivektorfelder und Z(X) = (—1)XI*1X_ © bzw. Z(Y) =
(—1)+1y_ © zugehérige Hamiltonsche Formen, so ergibt eine kurze Rechnung

{Z(X),Z(Y)} = ()X Xu Y2 Q+ (-1)¥ldxu Yo ©

+ (=) XFIN¥gy 3 X 5@+ (=1)YHdXuYa e
DXHYHIX S dys @+ (-1)YHldXxu Yo ©
DY(Lxy)u©

DXHMY X1 e

=Z([Y,X]).

B (4.57)

=
=
=

Auch hier erhdlt man mit der neuen Poissonklammer eine Verbesserung gegentiber dem bisherigen
Resultat ([32], (4C.9)), in dem diese Identitéat nur bis auf einen exakten Term aufgestellt werden konn-
te. MANGIAROTTI und SARDANASHVILY [53] definieren eine Klammer-Operation zweier Funktio-
nen des Typs Z(&) durch das hier errechnete Resultat und stellen die Frage nach einer Ausdehnung
auf beliebige (Hamiltonsche) Formen, die wir hiermit beantworten kénnen. SchlieBlich sei noch die
Arbeit von GUNTHER, [36], erwahnt, in der fiir die (n— 1)-Formen der Gestalt Z(&) (allerdings dort
als R*-wertige Funktionen) und Funktionen auf £ die hier berechneten Regeln zur Definition genom-
men werden. Offensichtlich ist ndmlich die Klammer einer Form Z(&) und einer Funktion h gleich
der Ableitung von h in Richtung &p,

wahrend die Klammer zweier Funktionen aus Gradierungsgriinden verschwindet.

Hamiltonsche und Poissonsche Formen

Nach der Beobachtung, daf der Kern der multisymplektischen Form Q in dem des Potentials © ent-
halten ist, stellt sich die Frage, ob man immer ein beliebig gegebenes Potential zu einer gegebenen
exakten Form derart abdndern kann, daf die festgestellte Eigenschaft (4.40) gilt.

Ferner wirft die Definition der zuldssigen Hamiltonschen Formen die Frage auf, ob jede beliebige
Hamiltonsche Form durch Addition einer geschlossenen Form auf eine zulédssige gebracht werden
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kann.

Beide Frage sind im allgemeinen zu verneinen, wie das folgende Beispiel? zeigt.

Wir betrachten das komplexe Hopfbiindel (S3,52,U (1)) mit der kanonischen U (1)-Wirkung auf S,
aufgefalt als Einheitssphdre in €?. Da die Lie-Algebra zu U (1) iR ist, kénnen wir die kanonische
Zusammenhangsform w als 1-Form auf S® interpretieren. Das Fundamentale Vektorfeld & zur Grup-
penaktion erflllt

lw=1 &l (dw)=0,

da dw die Krimmung zu w ist. Der Kern von w enthélt also nicht den Kern von dw. Denkt man sich
S2 als alle Punkte in €2, deren Lange gleich 1 ist, so kann man lokale Koordinaten

[0,21)% % [0,T0) 5 (X, $,0) — (e2XT®) cos

i 6
3(X=%) gjn =
,e2 sm2),

N | D

verwenden, in denen U (1) additiv auf der x-Koordinate operiert. In diesen findet man
w=tdx+ScosBdo, &= —Zi%, dw=—1sinBdod¢.

Dem oben aufgeworfenen Problem entspricht die Frage, ob w um eine geschlossene 1-Form o derart
abgeéndert werden kann, dal3 der Kern des so entstandenen Potentials w+ o den von dw umfal3t. Nun
ist S® einfach zusammenhangend, weshalb jede geschlossene 1-Form das Differential einer Funktion
ist. Gesucht ist also eine Funktion (3, dp = a, die mindestens

E1dp=-1
geniigt, denn & war ja im Kern von dw. Auf S% — einer kompakten Mannigfaltigkeit — nimmt aber
jede Funktion sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an, weshalb das dufere Differential von 3
an mindestens zwei Stellen verschwinden muR. Dort IaRt sich also die gewiinschte Eigenschaft nicht
einstellen.

Obwohl also vorldufig kein nichtriviales® Beispiel fiir eine Hamiltonsche Form, die nicht Poissonsch
ist, vorliegt, zeigt dieses Beispiel, dal? es sich um eine nichtriviale Begriffsbildung handelt.

4.3.3 Beweis der Jacobi-ldentitat

Satz 4.3.5 Esseien f,g,h € Hp (im Formengrad homogene) Poissonsche Formen auf P. Dann erfiillt
die Abbildung

{19} = —Lig f+ (~L) XD g 1 (-1) %4 0 (4.59)

wobei |X;| den Tensorgrad der zu f gehdrigen Hamiltonschen Vektorfelder bezeichnet, die gradierte
Jacobi-ldentitat

(=1)(X+DXHD ££ 19 1))+ zykl. Vert. = 0. (4.60)

2|ch danke in diesem Zusammenhang M. BORDEMANN, von dem ich dieses Beispiel gelernt habe.
SNatiirlich ist jede geschlossene Form nicht notwendig Poissonsch, aber doch Hamiltonsch.
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BEWEIS. Wir berechnen zunéchst einen Summanden aus der zyklischen Summe der Jacobi-Identitéat
(man beachte [X(1 gy| = [X¢| + [Xg| — 1),

(~1)(HPA (g}
= (1) |+1)(|><h|+1)+1|_xf {g,h} + (=1)(Xrl+D(Xal+12) (—1)(|Xf|+1)(‘X9"+‘X“|)Lx{g,h} f

n (_1)(\xf|+1)(|xh|+1) (_1)\Xg|+|><n| Lx{ A 0]
[*8
= (—) XD (g (—1) PO L gy (1) XL @)
+ (= 1) (XFDPlXeL g (<) XD DX

= (—1) (XDl Lx,h+ (—1)(Xel+ DXl +1+1 1y g
+ (=1) (XD (%l +2)

(4.61)

Ll f
(= 1) XD XD+ Xl Lyyax, ©+ (— 1) XD (X)X |+l Ly, XA ©-

Die zyklische Summe aller derjenigen Terme, die nicht © enthalten, verschwindet nun als Konsequenz
der Beziehung (4.21):

(—2)(Xe DD Lyh+ (— 1) Xel+ DR+ )y g (—1) XDl +1) Lixe, %) F

+ zykl. Vert.

= (= 1) (X DX+ Ly,h+ (_1)(|xg|+|xh|)(|xf|+1)+1Lxgfoh+ (_1)(|xh|+1)(\xf\+1)L[ngxf]h
+ zyKl. Vert.

= (1) (Xe+D(Xal+1) (fo Lyh — (—1)Xel+D(Xr]+1) Lx,Lxh+ L[ngxf]h>
+ zykl. Vert.

_ (—1)(Xi+ DX (fo Ly,h— (—1)(Xal+1)(IX¢[+1) Lx,Lx;h— (—1)(Xel+1)( Xl +1) L[xf,xg]h>
+ zyKl. Vert.

= 0.
(4.62)

Es bleibt damit, das Verschwinden der ® enthaltenden Korrektgrterme in der zyklischen Summe
nachzuweisen. Hierzu bendtigen wir das Ergebnis der folgenden Uberlegung.
Da die Multivektorfelder eine gradierte Jacobi-Identitat (4.7) erfiillen, folgt

(—1) X HEDIHD I X, Xn]]o © 4 zykI. Vert. = 0. (4.63)
Die linke Seite dieser Gleichung laft sich aber wie folgt umformen.

(_1)(\Xf|+1)(\xh\+1)[xf,[xg’xh”J o
= (_1)(|Xf|+1)\xg||_xf([xg’xh]J O)+ (_1)(\Xf\+1)(|Xh|+1)+1[xg’Xh]J Lx,©
= (—1) (XFDX (Xl )Xl |y Lx, (XnJ ©) + (=) (XFDXHL (X Lx,©)
+ (_1)(\Xf|+1)(|Xh\+1)+1+(\xg|+1)|xh|Lxg(th Lx, ©) + (—1)(Xel+D)(Xal+2) %, Lx,Lx,©
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= (—1)XrXal+XollXnl+ X+ Kol )y dXg 1 Xy @4 (—1) X XalFXal Xl 1,y X, 1 dXp ©

1
+ (= 1) XXl XglXnl+PXnl+Xe ¢ | dXg_t dXp O +(=1) XXl +Xsl+1gx ¢ | X\ dXg1 ©

-~

2
+ (= 1) XelXal+ X+ Xelx ) dX 0 dXg @+ (—1)XeIXal+Xel+x y dx, 1 Xg 1 dO

-~ ~"

3 4
+ (=) XelXal g X 1 X1 Xt d@+ (—1) XelXalHXalXal+Xelgx ) Xy, 1 dX ©

~~ ~~

5 1
+(_1)|xf|\xh\+\xg||xh|+|xg\+\xf\+1XgJ dXpJ dX;1 ©

~~

2
+ (= 1) XXX P2 1 X1 X gt d© 4 (—1) XelXal+XalXal+ el dxp 1 X d©

-~

5
+ (=) XA XL X1 dX e @4 (=) XX+l dXg 1 X d@.

~”

3 4

Dabei wurde benutzt, da X;_I d® geschlossen ist.

Unter der zyklischen Summe treten die paarweise gekennzeichneten Terme jeweils genau einmal
mit dem gegensétzlichen Vorzeichen auf, so dal} nach der Summation alle unterklammerten Beitrdge
wegfallen. Wir erhalten demnach insgesamt

0= (—1)XHDCRHL ¢ X, Xn]] ©+ zykl. Vert.
= (—1)XelIXal+ Xl IXal +Xgl+Xal g x ¢ | dXgJ Xpd O+ (1 1) XelXal+Xel+1 g ¢y X dXg1 © (4.64)
+ (— 1) XXX [PXal+ Xl ) dXy 1 Xe o dO@ 4 zyK. Vert.

Wenden wir uns nun wieder den Termen der letzten Zeile in (4.61) zu, die ® enthalten. Wie wir
nach einigen Umformungsschritten sehen werden, ist deren zyklische Summe ein Vielfaches des eben
erhaltenen Ausdrucks und verschwindet demnach ebenfalls. Konkret ergibt sich

(1) XHDORHD+ Ly 1 @4 (—1) KD DAXEG] s ©

1) (KFEDIKFDTX dX  dXg s Xd @4 (—1) KD gy Xy s X0 dO
(=) DO+ X5 X ) X ) Xt 0O

(1) KDL+ X0l X [0, Xl @+ (—1) DI+ [0, Xo10 dO
—1)(KHFDKFDTX X dXg ) X @4 (=) KD Xy X s Xg 1 dO
(—2) X HEDEGHED+Xg+Xel x| dXg 1 Xp 0 dO

(= 1) (X DXL+ X+ X+ (Xal+ 1) X g | Lx,Xg—! ©

(—1) XD+ D)+ X+ Xal+ L X ) Xy 1 Ly, ©

(~1) (X¢ 1) (Xl +2)+ X [+( X+ 1) Xl | Lx,Xg dO©
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(- 1)(\xf|+1)(\xh|+1)+|xh|dxfJ dXgd Xt O+ (— )(\Xf\+1)(|Xh|+1)+lxg|+1dxf4 Xgd Xp1 dO
+ (=) (R FD D)X+ X[y dXg 1 X1 dO

+ (=) X DD+ X0+1) Xl g Xy d X, Xg-l ©

+ (=) XD+l +1gx ) X, dXg 1 ©
+ (=) (KD DX+l 1 X0 1 dXp ) ©
+(=1)
+(=1)
c

1) (X l+1) |xh|+1)+|xg|dfo Xg! Xn! dO

1) (Xe 1) (Xnl+2)+[Xs [+ XglXnl+Xg i . | g X, Xy dO

1) Xel+XelPal+2g ) 1 dXg 1 Xy O+ (- 1) Xel Xl + k1 dXg 1 X dO

-~ -~

1 2
4 (= 1) el Xal+ X [Xal+Xe 1+ ¢y X, Xg ©

~"

1
4 (= 1) XXl XXXt [+ Xl g x ¢y X, dXg1 ©

-~

3
+ (= 1) XXX+ Xl x ¢ XgJ dXp ] O+ (—1) XA [Xal+XalXg [+l X1y | i, Xg1 dO.

~

-~ -~

3 2

Wieder kann man die einzelnen Terme in der zyklischen Summe paarweise gruppieren, jedoch stim-
men jetzt die Vorzeichen uberein, so daB ein Faktor 2 entsteht:

(= 1) (Xe+L(PXal+2)+ Xl Lxoax, O+ (= 1) (X HDXa+1)+Xa 4+ X Lo xg 1% ©
+ zykl. Vert.
_9 ((_1)|Xf|+|Xf||Xh|+1deJ ngJ Xp e+(_1)|Xf|‘Xh|+|xh||xg‘+‘xh‘+‘Xg|+leJ dX, | XgJ do
(=) XXl dX X s dX ) ©) + zyKI. Vert
= 2(_1)|XfIIXgHIXfHXh|+|Xg||XhH\XfH\XgH\XhIH ((_1)\Xg|+\XhI+IXgHXh|+|XfIIXgIdfo dXg XpJ ©
4 (= 1) XXl Xal+Xe X ¢ dXg ) Xpt dO
(= 1) XXl + g Xe X141 X dXg d@) + zykl. Vert.
= 2(—1) X1 Xt X+ [XgPXn [+ Xt [+ X+ Xn [+ ((_1)\Xg|+\XhI+IXgHXh|+|XfIIXgIdfo dXg ! Xpt ©
+ (_1)\Xg\HXhlle|+|Xg||Xh|ng dXpJ X1 dO
(—1) XallXe Xl X ¢ ) X 1 dXg d@) + zykl. Vert.
=0
(4.65)
Damit ist der Beweis des Satzes gefiihrt. O

4.3.4 Die Kanatchikovsche Gerstenhaber-Algebra fir horizontale Formen auf I

In einer Reihe von Arbeiten konstruierte KANATCHIKOV ([38, 39]) auf dem Legendre-Biindel I eine
Super-Poisson-Lie-Klammer, indem er sich auf pr ,,,-horizontale Hamiltonsche Formen beschrénkte.
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Die Verallgemeinerung der Konstruktion auf nichttriviale Biindelkonfigurationen verlangte nach der
Wahl eines Zusammenhanges in £, um (berhaupt in konsistenter Weise die bendtigten Objekte Qr
und dr, vgl. Abschnitt 3.1.3, bereitzustellen ([63, 64]). Die auf diese Weise eingeflihrte Klammer
hangt letztlich nicht von der Wahl des Zusammenhanges ab. Die Erklarung dafir soll im folgenden
Abschnitt gegeben werden. Es zeigt sich ndmlich, daB die Konstruktion nur eine Unterklasse der
im vorigen Abschnitt eingefiihrten zul&ssigen Hamiltonschen Formen beschreibt. Nach Satz 3.4.3
wissen wir namlich, dal die pr ,,»-horizontalen Poissonschen Formen per Riickzug von Formen auf I
stammen. Umgekehrt lassen sich aus allen pr ,,,-horizontalen Formen auf 1, die der Gleichung (3.57)
geniigen, als Poissonsche Formen auf P interpretieren. Dariiberhinaus sind nach den Ausfiihrungen
in Beispiel 1 aus Abschnitt 4.3.2 die pr.,»-horizontalen Poissonschen Formen geschlossen unter der
Klammer {, }. Es liegt demnach nahe, die Einschrankung der Klammeroperation auf solche Formen
mit dem KANATCHIKOVschen Formalismus zu vergleichen.

Um nun die Einbettung der KANATCHIKOVschen Losung in den allgemeinen Rahmen formulie-
ren zu kdnnen, seien hier zundchst die Eigenschaften dieser Struktur aufgefihrt.

Definition 4.3.6 Es sei Hp der Raum aller pr ,.-horizontalen Formen f auf M, zu denen ein Multi-
vektorfeld X € A®X(I) existiert, das

X1Qr =d- f (4.66)

erfillt.

BEMERKUNG. Nach Satz 3.4.3 ist Hp isomorph zu dem Raum der pr ,,»-horizontalen Poissonschen
Formen auf P, und jedes der Elemente f in Hp ist von der speziellen Gestalt wie in Satz 3.4.2, mit
der entsprechenden Interpretation der Symbole. Obwohl in (4.66) ein Zusammenhang I auftaucht, ist
doch Hp unabhédngig davon in dem Sinne, daf aus der Existenz eines Multivektorfeldes X zu f fir
ein ™ die Existenz fur jeden anderen Zusammenhang folgt.

Satz 4.3.7 (KANATCHIKOV, [39]) Die bilineare Abbildung
Hn 3 .6 {f,6}f = (=1)X;1 X510 QF € Hn, (4.67)

bei der X¢,Xg € A*%(1N) zu f und § beigeordnete Multivektorfelder bezeichnen, ist wohldefiniert und
hat die folgenden Eigenschaften (f,g,h € Hp, [,['' zwei Zusammenhange in &).

1. {10} = ~ (- g, 1),

2. (~1)XADIGRDLE {g,h}e e+ (—1)PeHDIXIH g, {h, f17 )
(D) (1, g} }e =0,

3. {f.atr ={f. 0}

BEWEIS. Einen Beweis findet man zum Beispiel in [63]. Mit dem folgenden Satz ist obige Aussage
eine Folgerung aus dem allgemeineren Satz 4.3.5. O

Satz 4.3.8 pr,, ist ein Poisson-Morphismus von (1, {, }r) nach (P,{,}), d.h. fur zwei prr-hori-
zontale Hamiltonsche Formen f und § auf N gilt

prie ({F,03F) = { (pris ) , (Prip ) } (4.68)
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BEwEIs. Nach Satz 3.4.3 sind f = pr%,, f und g = pr?,.§ Poissonsche Formen auf P. Es seien X und
Y Hamiltonsche Multivektorfelder auf P zu f und g sowie X und Y deren Projektionen auf I, die
nach 3.4.3 existieren. Da X und Y vertikal sind, ist X 1 Y 1 Q horizontal, ebenso wie X1 Y 1 Qr. Eine
Rechnung in Koordinaten zeigt

pri, (Xa Y1 QfF) =XaYa Q. (4.69)

Nun gilt aber
X1 Qr =d=fund Y1 QF =d-4, (4.70)
woraus sich die Behauptung ergibt. O

4.35 Gerstenhaber-Struktur

Zeichnet man auf M eine Volumenform aus, so hat man damit eine Hodge-*-Operation auf Formen
zur Hand. Diese IaRt sich auf pr ,,»-horizontale Formen auf P tibertragen und kann dort zur Definition
eines Produktes herangezogen werden, welches eine vorzeichenbehaftete Leibniz-Regel beziiglich
der Klammer (4.36) erfillt.

Die Ubertragung der «-Operation auf pr ,.»-horizontale Formen vollzieht sich dabei wie folgt. Es sei
f eine solche Form, p ein Punkt auf P, der einen Punkt m auf M Uberlagert, und ¢ € I'»(P) ein
lokaler Schnitt mit ¢ (m) = p. Wir definieren nun eine Form f auf P punktweise durch

F(p) = priee (+ (¢*((p))))- (4.71)

Da f horizontal war, hangt das jeweilige Ergebnis nicht von der Wahl des Schnittes ¢ ab. Wir schrei-
ben im folgenden kurz

f=x,f (4.72)

offensichtlich ist x,, invertierbar.

Satz 4.3.9 Das Produkt e, definiert durch
fog=xy (%, FA%,0Q) (4.73)

fUr beliebige pr.,»-horizontalen Poissonschen Formen f,g € Hp, wobei %, die Hodge-Stern-Opera-
tion wie oben beschrieben auf horizontalen Formen auf P bezeichnet, erfiillt die Super-Leibniz-Regel

{f,geh} = (—1)(XFUXI1f gl eh+ge{f,h}. (4.74)

Bewels. Wir fuihren den Beweis durch eine Rechnung in einem lokalen Koordinatensystem. Es seien
zwei horizontale Poissonsche Formen

g= 20" ¥ dy..X und h=2hrVed, o x (4.75)

gegeben und X; ein Hamiltonsches r-Vektorfeld zu einer dritten, ebenfall horizontal Poissonschen
Form f. Mit der Definition des Hodge-Sternes berechnet man leicht

dulusx L] dvl...vtx - dHl"'HsVl'"VtX' (4.76)
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Damit ergibt eine kurze Rechnung die behauptete Eigenschaft,
{f,geh} =(=1)'X;1d(geh)
= (=) GaXe 9a(g" Hh" V) d PP dyy vy u X

s t!
= (1) R EXT N 0a (0" )N ) oy uhy A X (4.77)
(1) gy & AXEN A g () g e X
= (—1)"D{f gleh+ge{f,h}.
Dabei steht p? kollektiv fiir die pr,»-Faserkoordinaten vA, p/‘i und p. O

BEMERKUNGEN. Das Produkt e ist vom Grade —n, d.h. f eg ist eine (r +s—n)-Form, wenn f eine
r-Form und g eine s-Form war. Dies ist vertraglich mit der im Satz 3.4.2 festgestellten polynomialen
Abhiangigkeit der Koeffizientenfunktionen* horizontaler Poissonscher Formen. Diese waren fiir eine
r-Form ein Polynom (n —r)-ter Ordnung in den Koordinaten pf\, und unter der Multiplikation e ad-
diert sich der Polynomgrad.

Betrachtet man den Spezialfall n = 1, so ergeben sich als einzige Poissonsche Formen die Funktio-
nen auf einem doppelt erweiterten Phasenraum. Das oben definierte Produkt ist aber fur zwei solche
Funktionen immer gleich Null und stellt somit nicht die kovariante Verallgemeinerung des punktwei-
sen Produktes der klassischen Mechanik dar.

Die Gradierung des Produktes legt die Vermutung nahe, da X AY ein Hamiltonsches Vektorfeld zu
fegist, wenn X zu f und Y zu g korrespondiert. Dies ist aber nicht der Fall: X AY ist ndmlich immer
2-vertikal, also ist X AY 1 Q horizontal und folglich auch d( f eg). Demnach miiRte f g durch Riick-
zug aus einer Form auf M hervorgegangen sein. Dies braucht aber im allgemeinen nicht der Fall zu
sein, wie man am Beispiel der Hamiltonschen Formen Z (&) fur vertikale Symmetrietransformationen
& nach Abschnitt 3.5 sehen kann.

Natdrlich stellt sich sofort die Frage nach der Mdglichkeit einer Ausdehnung von e auf die nicht-
horizontalen Poissonsche Formen. Wir nehmen an, daB ein solches gegeben sei. Mit Hilfe dieses
erweiterten Produktes ist man aber in der Lage, in jedem Punkt von P einen Unterraum von T *P
auszuzeichnen, der komplementdr zu den pr ,,»-horizontalen Kovektoren in diesem Punkt ist. Wir
definieren

HoP ={a € T;P | aePB =0 fir alle pr,.» — horizontalen Poissonschen (n— 1) — Formen 3 }.
(4.78)

Dies entspricht nun der Auszeichnung eines Zusammenhanges in 7 und — unter Verwendung des
kanonischen Nullschnittes in P — & — eines ebensolchen in £. Da aber ein Zusammenhang in £ nicht
auf kanonisch Weise existiert, sondern eine zuséatzliche Struktur darstellt, kann es keine natiirliche
Ausdehnung des Produktes e auf beliebige Poissonsche Formen geben.

Mit den Uberlegungen zur Gradierung des Produktes und der festgestellten polynomialen Ab-
hangigkeit der Koeffizientenfunktionen der Poissonschen Formen stellt man fest, daf auch alternative
Produkte o' der Gradierungsbedingung

|feg| <[fl+]g|—n (4.79)

gentigen missen. Wendet man sich nun wieder der zeitabhéngigen symplektischen Mechanik, also
dem Fall n = 1 zu, so stimmt ein etwa gefundenes Produkt e’ nie mit dem vorhandenen punktweisen
Produkt Uberein.

4Eine analoge Rechnung wie im Beweis des Satzes 3.4.2 fiir allgemeine Poissonsche Formen fiihrt auf eine gleiche
p/ﬂ-Abhangigkeit der Koeffizientenfunktionen des horizontalen Anteils dieser Formen.
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Zusammenfassend kann damit festgestellt werden, daf? einem Produkt in der multisymplektischen
Feldtheorie keine Rolle zukommt. Im Ausblick dieser Arbeit wird ein moglicher Ausweg aus dieser
Situation skizziert.



Kapitel 5

Zusammenhang mit bekannten
Strukturen fur Feldtheorien

Die kanonischen Strukturen der Feldtheorie erhédlt man durch Integration (ber eine Un-
termannigfaltigkeit der Basismannigfaltigkeit — in relativistischen Theorien ein raum-
artiges Gebiet — der mittels einer Lésung der Feldgleichungen zurtickgezogenen multi-
symplektischen Objekte. Dazu muf3 die Basismannigfaltigkeit zerlegt werden. Dies soll
hier anhand der feldtheoretischen Poisson-Klammern auf dem Raum der Anfangsbedin-
gungen und des Energie-Impuls-Tensors illustriert werden.

5.1 Kanonische symplektische Struktur auf dem Raum der Anfangs-
konfigurationen

Die kanonische Formulierung der Feldtheorie beginnt mit der Auszeichnung einer Richtung auf der
Basismannigfaltigkeit M, der Zeitrichtung. Komplementér dazu denkt man sich eine Untermannig-
faltigkeit >~ von M der Kodimension 1 gegeben, deren Normale in Zeitrichtung liegt. Die Felder, also
Schnitte im auf X eingeschrénkten Biindel P, das im folgenden mit Ps bezeichnet wird, entwickeln
sich dann gemal den Bewegungsgleichungen, wobei die zuvor ausgezeichnete Richtung den Entwick-
lungsparameter stellt. In Analogie zur klassischen Mechanik besteht nun der Phasenraum aus allen
Anfangskonfigurationen auf Z, die die Losungen der Feldgleichungen vollstandig charakterisieren,
also im einfachsten Falle aus (glatten) Schnitten in Ps mit kompaktem Tréger. Da ' (Ps) keine end-
lichdimensionale Mannigfaltigkeit darstellt, ist die Definition des Tangentialbiindels problematisch.
Man wahlt typischerweise als Tangentialraum an einen Schnitt e [ (Ps)

TrPs == {X : Z— LPs | X lberlagert Tt}. (5.1)

Mit den multisymplektischen Formen © und Q existieren die kanonischen Formen ©s und Qs auf
Ps:

Os(m(x) = [ (X2 ©), (5.2)
2
Qs (M) (X,Y) :/ (XY Q). (5.3)
2
Mit dem folgenden Lemma priift man nach, dal8 Qs in der Tat das Differential von ©s darstelit.
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Lemma5.1.1 Esseien me I'(Ps), X,Y € TyPs. Dann gilt

X (@5 (Y)) (1) :/ZT["‘LXYJ © (5.4)

BEWEIS. Es sei @ eine 1-Parameter-Gruppe von Biindeldiffeomorphismen von Py, deren Vektorfeld
bei t = 0 in der Einschrankung auf das Bild von 1tden Tangentiavektor X ergibt. Man berechnet nun

d *
_atzo/z(d)ton) Yio

d
- [

:/T[*LxYJ o.
b2

X (©x(Y)) ()

PYLO (5.5)
t=0

Damit ergibt sich

Satz 5.1.2
Qs(mM(X,Y) =X (0(Y)) (1) —Y (@=(X)) (M) + O (M ([X,Y])

— (dex) (M(X.Y) 50)

BEweEls. Dies folgt unter Verwendung des Stokesschen Satzes aus dem Lemma und der Definition
do=-Q. O
Mit der symplektischen Struktur folgt nun die Definition der Observablen der Theorie auf dem Pha-
senraum I (Ps).

Definition 5.1.3 Eine Funktion F auf I'(Ps) der Form
F(T[):/n*(f), (5.7)
z

wobei € I'(Ps) und f € Q"1(P), heiRt Observable, wenn ein Vektorfeld Xg auf I'(Ps) existiert,
das fiir jedes Vektorfeld Y in jedem Punkt 1tdie Gleichung

Y (F)m = Qs(m)(Y, XF) (5.8)

erfullt.

Man tberzeugt sich davon, daf3 in diesem Fall unter Verwendung einer Rechnung wie in Lemma 5.1.1

bestehen muR, wobei Xg im Sinne der Festlegung des Tangentialraumes TT (Ps) als Vektorfeld auf
Ps zu deuten ist. Die Poisson-Klammer zweier Observablen F und G ist gegeben durch

{F.8}m = 250X Xe)m = [T ({10, (5.10)

falls f und g Poissonsche Formen darstellen.

Die Definition der Observablen sowie die vorgestellte Klammer gehen zuriick auf Kijowsk1 und
SzCzYRBA, [46]. Fir einfache Beispiele kann man zeigen, dal diese Struktur mit der auf PEIERLS
zurtickgehenden Klammer ([67, 55, 56]) Ubereinstimmt, [71].
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5.2 Kanonische Konstruktion des Energie-Impulstensors

Im Kapitel 3.5 haben wir die Einbindung infinitesimaler Symmetrieoperationen der Feldtheorie in
den multisymplektischen Formalismus vorgestellt. Diese waren in Form von auf M projizierbaren
Vektorfeldern & auf £ gegeben. Es existierte eine kanonische Hebungsvorschrift zu Vektorfeldern & »
auf P. Diese waren Hamiltonsche Vektorfelder zu den Hamiltonschen Formen

I(E)=Ep 0. (5.11)

Wir betrachten nun die Gruppe der Diffeomorphismen auf M, die aulerhalb eines gegebenen, kom-
pakten Gebietes als Identitdt operieren. Fir diese, so nehmen wir an, sei eine Hebung zu Bindeldif-
feomorphismen auf £ gegeben. Physikalisch gesprochen sei also bekannt, wie die raum-zeitlichen
Transformationen lokal auf den Feldern operieren, ja um welchen Typ Felder es sich handelt. Wir
erwarten fur diese Transformationsgruppe eine Verbindung zum bekannten Energie-Impuls-Tensor,
die der folgende Satz in der Tat herstellt. Die dabei auftretenden G-aquivarianten Lagrange-Dichten
wurden in Definition 3.5.3 eingefuhrt.

Satz 5.2.1 ([33], thm. 3.1) Es sei L eine G-&quivariante Lagrange-Dichte, G C Aut(£). Weiter sei
jedem Vektorfeld mit kompaktem Tréger auf M, g € Xc(M), ein Vektorfeld &¢ auf £ zugeordnet,
so dal? die FluRabbildung zu &¢ in G liegt und diejenige zu &4 Uberlagert.

Zu jeder Losung ¢ € "' (£) der Euler-Lagrange-Gleichungen zu L existiert genau eine (1,1)-Tensor-
dichte 7 (¢) auf M mit

[ @@ = [ THo) e (5.12)

fiir alle &4 € Xc(M) und alle Hyperflichen = c M. Dabei bezeichnet = FL(j'¢) den aus ¢
gewonnenen Schnitt in P und Z(§¢) die nach Satz 3.5.2 definierte (n — 1)-Form.

Fir einen Beweis verweisen wir auf die zitierte Arbeit.
BEMERKUNG. Der so definierte Tensor unterscheidet sich von der kanonischen Definition

th(9) = L&) — 700" (5.13)

um einen Divergenzterm. Ist auf der Raum-Zeit eine Metrik gegeben, so kann man zeigen, dal3 7~ mit
dem Hilbert-Tensor Ubereinstimmt und somit automatisch symmetrisch ist ([33]).






Kapitel 6

Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, die Tragfahigkeit der geometrischen Begriffe der multisymplekti-
schen Formulierung von Feldtheorien zu priifen und nach algebraischen Strukturen zu suchen, die
die bewahrte Poisson-Struktur der symplektischen Mechanik imitieren. Zum Schlu3 dieser Arbeit
seien hier einige Probleme erwahnt, die sich an die Untersuchung anschliefRen.

Im ersten Kapitel wurde dargelegt, daB Feldtheorien héherer Ordnung als solche erster Ordnung

beschrieben werden kdnnen. Dies ist aber nur unter Einfiihrung neuer Felder mdglich. Fiir die Theo-
rie der Gravitation im PALATINI-Formalismus bedeutet dies zum Beispiel, daf} 100 Feldvariablen und
konjugierte Impulse statt der in der Ublichen ADM-Formulierung auftretenden 20 unabhéngigen Fel-
der verwendet werden mussen. Auch steigt die Zahl der betrachteten Nebenbedingungen stark an: 84
statt 8, von denen noch 72 zweiter Ordnung im DIRACschen Sinne sind ([30]).
Dies macht eine direkte Behandlung von Theorien hdherer Ordnung wiinschenswert. In der Tat wird
fiir den Beweis der Super-Jacobi-ldentitét lediglich benutzt, dal’ die multisymplektische Form Q exakt
ist. Eine mdgliche Definition des multisymplektischen Phasenraumes (dieser ist nicht mehr eindeutig
gegeben) orientiert sich an der Gestalt von Z. Man setzt wieder faserweise

2o ze A (3"*15) | €110z =0firalle §,n € BILE). 6.1)

Auf ZK-1 existiert nun wieder eine n-Form ©, deren AuReres Differential als multisymplektische
Form dient ([30]).

Das Beispiel der Gravitation, aber auch die Behandlung von Yang-Mills-Theorien stellen die Fra-
ge, wie sich Nebenbedingungen, die durch Symmetrien zustande kommen, im multisymplektischen
Formalismus algebraisch — etwa im DIRAcschen Sinne ([37]) — fassen lassen. Ein erster Ausgangs-
punkt dazu ist eine Arbeit von Kijowsk1 und RUDOLPH ([45]), die sich mit Eichtransformationen in
der multisymplektischen Formulierung von Yang-Mills-Theorien beschéftigen.

In der algebraischen Formulierung von Feldtheorien spielt das punktweise Produkt von zwei Ob-
servablen F und G, das in jedem Punkt 1t des (unendlichdimensionalen) Phasenraumes (ber die Be-
ziehung

(F-G) () =F(m)G(m) (6.2)

definiert ist, eine wichtige Rolle. Interpretiert man die Observablen F und G wie in (5.7) als Integral
Uber mit dem Schnitt 1t zurlickgezogene (n —1)-Formen f und g, so entspricht dies einer symme-
trischen Verknilipfung von f und g zu einer 2(n — 1)-Form auf der Diagonalen von P x P. Im Fall
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n =1 ergibt sich daraus gerade das punktweise Funktionenprodukt auf dem Phasenraum zu einer Zeit
t. Es ist nun zu untersuchen, ob sich damit die Super-Poisson-Lie-Klammer zu einer Super-Poisson-
Struktur ausbauen l&Rt.

Das Ziel einer algebraischen Formulierung der klassischen Theorie ist die Suche nach Hinweisen
fur die quantisierte Version. Nachdem aber die Entwicklung eines gegebenen Systems nicht durch
Anfangswerte in einem Punkt bestimmt ist, ist die Existenz einer multisymplektischen Quantentheo-
rie fraglich.

Davon abgesehen treten eine Reihe von weiteren Problemen auf, die hier kurz vorgestellt werden sol-
len.

Die unterschiedlichen Gradierungen im KANATCHIKOVschen Zugang von Produkt und Klammer ma-
chen eine Behandlung im Rahmen der Deformationsquantisierung unmoglich. Andererseits stellt die
Abwesenheit eines Produktes im allgemeinen Fall eine sehr groRRe Freiheit dar.

Weiter existieren keine kanonischen Vertauschungsregeln wie in den Darbouxschen Koordinaten der
Hamiltonschen Mechanik. Ein Darbouxsches Theorem lait sich nur fir ganz bestimmte typische Fa-
sern F angeben, zum Beispiel wenn £ ein Element der antisymmetrischen Tensoralgebra von T M ist.
Vorschldge zur Ersetzung finden sich in [40, 36]. Dagegen tragt der multisymplektische Phasenraum
P auf natirliche Weise eine Polarisation P — &, deren Bléatter 1-Lagrangesche Untermannigfaltigkei-
ten im Sinne von CANTRIJN et al. ([10]) darstellen. Dies legt nahe, die Methoden der geometrischen
Quantisierung ([82]) auf die multisymplektische Theorie auszudehnen.

Nach der besonderen Rolle, die die kovariante Hamilton-Jacobische Differentialgleichung fiir die
algebraische Beschreibung von Losungen besitzt, stellt sich nattrlich auch die Frage nach einer ko-
varianten Version der WKB-Naherung.



Anhang A

Zusammenhange und Jetbtndel

A.l Zusammenhangein &

Das erste Jetbiindel eréffnet neben der Auszeichnung eines Zusammenhanges eine zweite Mdglich-
keit, in invarianter Weise Uber erste Ableitungen von Schnitten in £ zu sprechen. Die genaue Bezie-
hung klart der folgende Satz ([49], ch. IV.17).

Satz A.1.1 Es besteht eine 1 — 1-Beziehung zwischen Zusammenhé&ngen in &, also fuBpunktstreuen
Projektionen

P:TE -VE, (A1)
und Abbildungen

M:&—JE. (A2)

BEWEIS. Es sei v ein Punkt in £ tiber m € M. Zu einem gegebenen Zusammenhang ® kann man
in v einen Schnitt ¢ € 'y(€) finden, dessen Tangentialraum in v mit dem Kern der Projektion ®
tibereinstimmt. Setze nun die Abbildung I als I"(v) = ji ¢. Da fiir die Auszeichnung von ¢ und die
Definition von I” jeweils nur der Funktionswert und die ersten Ableitungen in m benétigt werden, ist
die Abbildung wohldefiniert.

Es sei umgekehrt eine Abbildung I' gegeben. Jeder lokale Schnitt ¢ € I',(€) mit $(m) = v zeichnet
in v einen zum vertikalen Anteil des Tangentialraumes T,& komplementdren Unterraum aus. Damit ist
eine Projektion der Tangentialvektoren an £ auf ihren vertikalen Anteil gegeben. Wahlt man nun fir
jeden Punkt v {iber m € M einen Schnitt ¢ € ' (€), der ji ¢ = I(v) erfiillt, so ist iiber die erwahnte
Projektion ein Zusammenhang in £ gegeben.

Offensichtlich gewinnt man den urspriinglichen Zusammenhang zurtick, wenn man zuerst aus diesem
die Abbildung I' und aus dieser die Projektion @ konstruiert, denn im ersten Schritt wahlt man die
Klasse der horizontalen Schnitte, im zweiten aber die Projektion so, dal die gegebene Klasse von
Schnitten horizontal wird. O

Folgerung A.1.2 Jeder Zusammenhang in £ definiert einen Isomorphismus von J1&€ — £ mit seinem
assoziierten Vektorbiindel.
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BEwEIS. Die zu einem Zusammenhang gehdrige Abbildung I definiert einen globalen Schnitt von
Jt€ — £. Identifiziert man diesen Schnitt mit dem Nullschnitt in BE @ T*M, so erhdlt man den
gesuchten Isomorphismus. O
Tragt £ zusatzlich die Struktur eines Vektorbiindels, so lassen sich weitere Aussagen (ber die Ab-
héngigkeit der zu einem linearen Zusammenhang @® gegebenen Abbildung I vom FuBpunkt treffen.
Es gilt in induzierten Koordinaten

MO VA) = (VA T (x) V). (A.3)

Die Symbole FﬁB stimmen mit den lokalen Koeffizientenfunktionen der zu @ assoziierten kovarianten
Ableitung Uberein.

A.2 Isomorphie von J1€ und VE @ T* M

Die folgenden Uberlegungen stellen Resultate fiir Abschnitt 3.6.2 bereit. Wir wollen einen Zusam-
menhang I" in £ nutzen, um die affinen Abbildungen, aus denen der multisymplektische Phasenraum
‘P nach der Definition 3.1.1 besteht, in lineare plus konstante Abbildungen zu zerlegen. Damit sind
wir in der Lage, die koordinatenabhéngige Definition der De Donder-Weylschen Funktion # invariant
zu fassen.

Da J*& — £ ein affines Biindel mit assoziiertem Vektorbiindel BE @ T* M — &£ ist, definiert je-
der Schnitt £ — J1€ einen Isomorphismus zwischen den beiden Biindeln, indem man den gegebenen
Schnitt des ersteren auf den Nullschnitt des letzteren abbildet und fiir die ibrigen Punkte der Fasern
die affine Struktur ausnutzt. Ein solcher Schnitt ist aber mit jedem Zusammenhang in £ gegeben. In
induzierten Koordinaten wird damit dem Punkt (x*,vA,v}) in J*€ der Punkt (x*,vA, v} —I'}}) zuge-
ordnet. Der so erklarte Isomorphismus zu einem gegebenen Zusammenhang sei mit i bezeichnet.
Mit ir kann man aber die affinen Abbildungen aus P in einen linearen Anteil und eine Konstante
aufspalten:

P(V) = pr(ir(v)) + p2(v), (A4)

VEE, pE (P, Ve (FLE)y. pr ist damit ein Schnitt in dem zu BVE @ T* M — £ dualen Biindel,
wahrend p, einen Schnitt in dem auf £ zuriickgezogenen Volumen-Biindel A"T* M beschreibt. Mit
einer Volumenform auf M kann man also aus p, eine Funktion gewinnen. In induzierten Koordinaten
findet man fiir p = (x*,vA, p,‘i, p) die Beziehungen

P1= (XuaVAa px’ p)a P2 = (XuaVAa p+ px rﬁ) (AS)
Fur reguldre Lagrange-Dichten 4Rt sich das Bild der Legendre-Transformation durch
(M VA, P, p = —H e o) (A.6)

beschreiben. Dies laft sich auch als Schnitt in P — I auffassen, wobei I das Legendre-Biindel
nach Definition 3.1.2 bezeichnet. Benutzt man nun den Zusammenhang I, so erhdlt man mit der
geschilderten Aufspaltung eine Funktion #- auf 1, die in lokalen Koordinaten

—Hr(XaVa ﬁ) = —H(X,V, ﬁ) + px rﬁ (A7)

erfullt.
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A.3 Ein Zusammenhang in I

Mit dem Ergebnis des ersten Abschnitts dieses Kapitels, nach welchem sich Zusammenhénge in £ als
Abbildungen I : £ — J*& interpretieren lassen, wollen wir nun einen Zusammenhang im Legendre-
Biindel M konstruieren. Fir dessen Definition siehe 3.1.2. Dieses Ergebnis wird in Abschnitt 3.1.3
benotigt.

Die hier vorgestellte Konstruktion eines Zusammenhanges in I — M aus zwei Zusammenhangen
in & — M und TM — M orientiert sich an KOLAR, [48], der die Induktion von Zusammenhzngen
auf 3£ untersucht. In [63] wurden diese Ergebnisse auf den multisymplektischen Fall angewendet.
Wir benutzen die Isomorphie (Tensorprodukte sind tiber £ zu nehmen)

N (VE)*@TMINT*M, (A.8)
um aus den gegebenen Daten
r:&— 3, (A.9)
AN:TM—=FTM (A.10)
einen Zusammenhang
r:n—3n (A.11)

zu konstruieren. Zunéchst bemerken wir, daf8 zu A auf dem Kotangentialbindel ebenfalls ein Zusam-
menhang A* gegeben ist, der in lokalen Koordinaten (x*, ) die folgende Gestalt annimmt

A (X ay) = (X oy, —ARy (9 Op). (A.12)
Durch Bildung des n-fachen antisymmetrischen Tensorproduktes erhélt man eine Abbildung
AnT*M N An‘fle*M,
die sich unter Verwendung der natiirlichen Abbildung
/\FIJ].T*M _>31AHT*M
.1 .1 .1 * (A'13)
01 A=A jrOn = jm(0 A---Adyp), a; el (T*M),
zu
A:AT*M — FEATT* M,
; (A.14)
(XH,G) = (Xua a, —/\WG)

erganzen laRt.
Wenden wir uns nun dem Anteil des gesuchten Zusammenhanges zu, der mit £ verbunden ist. Aus I
konstruiert man durch vertikale \Verlangerung eine Abbildung

Br: BE — VILE

A.15
(P W) o (O T (), WA, g )P, (A19)

und aus dieser unter Benutzung der natirlichen Abbildung (s. z.B. [60])

BIE - Jiue (A.16)
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einen Zusammenhang im Vertikalbiindel zu €. In Koordinaten berechnet man fiir die entstandene
Abbildung

O VA WA) 5 (X VA WA TR (), 0T (xv)WP). (A.17)
Auf dem dualen Vertikalbiindel induziert dies die letzte ndtige Zutat

(BM)*: (VE)* — FHBE)*

A.18
(VA W) 5 (X VA, Wa, TR (xv), —0aT 2 (xv) Wg). (A.18)

Unter Zusammenfligung der Einzelabbildungen (A.10), (A.14) und (A.18) mit dem Tensorprodukt
und unter Verwendung von (A.13) fur ® ergibt sich fiir den gesuchten Zusammenhang I folgender
Kartenausdruck

M (VE) QTMRAT*M = JH((VE)* @ TMOA'T* M)

(VA ) = (A, T () T (A.19)
kA = =0T g (xv) P — Ao (x) PA + AR (x) PR)-
Nutzt man schlieflich die angenommene Torsionsfreiheit der zu A gehdrenden kovarianten Ableitung

aus, also AR, = Ay, so bleibt bei einer Summation tiber p— v nur der erste der drei Summanden von
F‘lj » bestehen,

A= —0aT§ (xv) ph. (A.20)
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